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 الميكانــــــــيك الاحصـــــــــــــــــائي

 المقدمة

يمكن وصف حركة الاجرام التي نلاحظها حولنا بنجاح، باستخدام قوانين نيوتن في الميكانيك الكلاسيكي مثل  

قوانين الزخم والطاقة والقوة على اعتبار ان هذه الاجرام محددة الابعاد في الفضاء ويمكن ملاحظتها. فنحن نعلم  

توقعت السلوك العيني لأنظمة الميكانيك الحرارية.   ان قوانين نيوتن لاقت استحسانا وقبولا منقطع النظير عندما

ولكن عندما تم تطبيقها على الاجسام المجهرية وجد انها تعطي إجابات غريبة وغير منطقية للظواهر العملية  

  صفرا الحرارة النوعية  تكونالمحسوبة. فعلى سبيل المثال لم تستطيع قوانين نيوتن الإجابة على السؤال لماذا 

هذا قصور في الميكانيك الكلاسيكي ولم يحل الا بافتراض بلانك وهو ان طاقة   ا،حرارة صفرن درجة  تكو عندما  

 الجسيمات يجب ان تكون مكممه وتبعا لهذا الفرض ظهرت اساسيات الميكانيك الكم.

ت ولو  الى الميكانيك الاحصائي؟ الجواب هو ان النظام المجهري يتكون من اعداد فلكيه من الجسيما ألماذا نلج

طبقنا قوانين نيوتن على كل جسيم في النظام فسوف نصل الى عدد لانهائي من المعادلات المطلوب حلها والتي  

حتى لو استطعنا إيجاد حل لها بعد هذه الفترة فسوف نجد ان  تحتاج الى عقود كي يتم حلها بواسطة الكمبيوتر.

حيث تمكننا من التعامل مع اعداد لانهائية من الجسيمات    الى القوانين الإحصائية  أالنظام قد تغير. لهذا سوف نلج

 المميزة وغير المميزة. 

قد بدأ استخدام الطرق الإحصائية قبل ظهور اساسيات الميكانيك الكم بأعوام وذلك نظرا لان النظريات الذرية 

زيئات فقد اقترح  أصبحت الحجر الأساس في مجالات عده مثل التفاعلات الكيميائية. ونظرا لصغر الذرات والج

فهم العلاقة بين سلوك الذرات والطاقة. تزمان استخدام الطرق الإحصائية لبول و العلماء عديدين مثل ماكسويل 

المعارضة الشديدة لهذا الاتجاه في بداية الامر ولكن لوحظ ان هذه الطريقة استطاعت ان تتوقع  من وبالرغم 

طرق الاستقرائية وهذا الاتجاه ما يسمى بالفيزياء الإحصائية او الإحصاء الالخواص الحرارية كما تتوقعها 

الذرات والالكترونات  الديناميكي الحراري. لا تقتصر طرق التحليل الاحصائي على الجزيئات بل تشمل 

سوف نطلق عليها اسم الجسيمات وتخضع هذه  ووالفوتونات والفونونات وامواج المرونة في الجوامد ......الخ. 

- بوزبولتزمان واحصاء -سبب تفاوت خواصها )إحصاء ماكسويل الجسيمات الى ثلاث أنواع من الاحصاءات ب

 ديراك. -رمييواحصاء ف آينشتاين
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هو تقديم نظرية جسيمية من نتائجها نستطيع الهدف الأساس للإحصاء الديناميكي الحراري  سنلاحظ هنا ان 

تغيير خواص الاتزان للنظام العيني، ولكن أساس هذه النظرية مبني على نظرية الميكانيك الكم. وان هذه النظرية  

 الجزيئات. فاعل الداخلي بين يمكن تطويرها باستخدام مبادئ بسيطة لمستويات الطاقة وقوى الت 

والفكرة الرئيسية البحث عن دالة تعبر عن كثافة الاحتمال ليتم تطبيقها على تجمعات كبيره من الجسيمات  

جميع المستويات المجهرية لمجموعة   ان)المتطابقة. والفرض الرئيسي المبني علية الميكانيك الاحصائي هو 

للميكانيك    والمصطلحات الأساسيةاول في الفصل الأول بعض المفاهيم  نتن  (. سوفمعزولة لها احتمالات متساوية

وتطبيقاته وفي الفصل الثالث يتناول إحصاء    بولتزمان  -الفصل الثاني ندرس إحصاء ماكسويل  الاحصائي، وفي

 ديراك. -الرابع يهتم في دراسة إحصاء فيرمي اما الفصلوتطبيقاته  آينشتاين-بوز
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 ل الأولــــــــــــــــــالفص

 الوصف الاحصائي لنظم من الجسيمات

 حالة النظام وصف-1

مجاميع التفاعلات الضعيفة للمتذبذب مثل )نفرض أي نظام مكون من الجسيمات وهذه الجسيمات مهما كانت معقده 

يمكن   تتكون من الالكترونات والذرات والجزيئات  الأنظمةونحن نعلم بان هذه  الغاز او السائل وغيرها( التوافقي او

 الدالة الموجية  باستخداميمكن وصف النظام  ، لالة قوانين الميكانيك الكم مثلاوصفها بد 

ψ(𝑞𝑖 … … … … … 𝑞𝑓) 

( تمثل درجات الحرية  (f .النظام)بما في ذلك متغيرات البرم( المطلوبة لوصف ( (fهي دالة لمجموعة الاحداثيات  و

وبذلك الوصف الكمي  (f) تحديد الحالة الكمومية للنظام من خلال إعطاء قيم لمجموعة الاحداثيات الكمية للنظام. يتم

 وقت.محددة في أي ψوتكون الدالة الموجية  .يكتمل

وزخم زاوي    ½نفترض نظام يتكون من جسيمة واحدة ثابته في موضعها وتمتلك برم    :(1مثال) 
1

2
 ℏ     الوصف الكمي

(على الموضع الثابت للجسيمة اما اسفل او اعلى المحور  1/2 او1/2-يأخذ قيمتين )  mلها بواسطة الزمن والعدد الكمي  

Z  .) محور الجسيمة( 

عدد كبير   Nهنا   ½وكل منها يمتلك برم   Mالجسيمات ثابتة في الموضع  من  Nنعتبر نظام يتكون من  :(2مثال ) 

و بذلك الحالة الكاملة للنظام يتم  (1/2 او1/2-يأخذ قيمتين )جسيمة  لكل      mكادرو والعدد الكميوبعدد اف  نمثلهيمكن ان  

  Nتحديدها بواسطة العدد الكمي 

𝑚𝑖 … … … … … 𝑚𝑁 

 الذي يمثل اتجاه دوران الجسم.

الحالة المسموح بها لهذا   Xفي الموضع الموجب من  نعتبر نظام يتكون من بعد واحد للمهتز التوافقي البسيط  :(3)  مثال

 وان الطاقة تعطى بالعلاقة التالية   nالمتذبذب توصف بدلالة العدد الكمي 

𝐸𝑛 = (𝑛 +
1

2
 ℏ𝜔) 

    𝜔   تردد الزاوي للمتذبذب والعدد الكمي التمثلn    0,1,2يأخذ القيم,……   
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الحالة الكمية للنظام التفاعلات الضعيفة في بعد واحد للمتذبذب التوافقي البسيط  من  Nمن  يتألفنظام  :(4مثال ) 

 العدد الكمي  بواسطة  توصف

𝑛𝑖 … … … … … 𝑛𝑁 

 .……,0,1,2يشير للمتذبذب التوافقي والذي يأخذ القيم   𝑛𝑖والعدد الكمي 

ي من معادلة د  أنظام يتكون من جسيمة واحده )بدون برم( داخل صندوق مستطيل لوصف هذ الجسيمة نبد  :(5)  مثال

 حيت ان     Eاو طاقتها  pبالزخم     λرولي التي تربط طول موجة المجال الأحادي الموجي ب

λ =
ℎ

𝑝
       ,        𝑓 =

𝐸

ℎ
 

ℏثابت بلانك ،  hيمثل التردد ،   fحيث  =
ℎ

2𝜋
𝑘   حيث ان  kوباستخدام العدد الموجي     =

2𝜋

𝜆
 والسرعة الزاوية 

ω = 2π𝑓        نحصل على𝑝 = ℏ𝑘      وℇ = ℏω 

 وهي تعتمد على طاقة الجسيمة الكلية    𝜓(𝑥)بدالة الموجية    xبالاتجاه السيني  ويمكن وصف المجال المادي للجسيمة 

E𝑋 =
𝑃𝑋

2

2𝑚
+ 𝐸𝑃(𝑥)                                                                                                              (1) 

السينية و  الكامنةالطاقة    تمثل  PEحيث ان  
𝑃𝑋

2

2𝑚
ر دنجو تربط هذه الطاقة مع الدالة الموجية معادلة شرو  السينيةالطاقة الحركية   

 الشهيرة للأمواج المادية . 

−
ℏ2

2𝑚

d2𝜓

dx2
+ 𝐸𝑃𝜓(𝑋) = 𝐸(𝑋)𝜓(𝑋)                                                                                           (2)  

𝑓هذه المعادلة في الميكانيك الكمي تعادل معادلة نيوتن  =
𝑑𝑝

𝑑𝑡
في الميكانيك الكلاسيكي او معادلة ماكسويل في النظرية    

 الكهرومغناطيسية ففي حالة الجسيمة الحرة الطاقة الكامنة صفر .

(
d2

dx2
+ 𝑘2)𝜓 = 0                                                                                                                   (3)                                                

𝑘2            حيث ان =
2𝑚𝐸

ℏ2
 .المألوفةباي من الدوال الموجية  (3حل المعادلة ) الكمي، يمكنهو العدد  

𝜓(𝑋) = 𝐴𝑒𝑖𝐾𝑋 
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𝜓(𝑋) = 𝐴𝑒−𝑖𝐾𝑋 

في قطعة معدنية الكترون محصور    صندوق اوفلو اخذنا حالة جسيمة المحصورة في بئر جهد او جزيئة غاز في  

من   نلا يتمك فان الالكترون يتحرك داخل المعدن ولكنه  للإلكترونداخل حاجز جهد يفوق الطاقة الحركية 

الصندوق بالاتجاه السيني فان  عرض  aحيث  x=aو  X=0الهروب فلو فرضنا ان الدالة الموجية تتلاشى عند 

𝜓(𝑥)الدالة      ق( تحق 3المعادلة ) = c sin(𝑘𝑥)              ،𝑘. 𝑎 = 𝑛𝜋 

 

 

 

 

 

𝑘                                                                                                                فانلذلك  = 𝑛.
𝜋

𝑎
 

                                            𝑝 = ℏ𝑘 =  
𝑛1ℏ𝜋

𝑎
 

E𝑋وهذه المعادلة تمثل الزخم المكمم كذلك فان طاقة الجسيمة الحرة بالاتجاه السيني هي   =
𝑃𝑋

2

2𝑚
=

𝑛1
2ℏ2𝜋2

2𝑚𝑎2
 

 ( x,y,zلطاقة الحركية للجسيمة الحرة مكممه أيضا. فاذا كانت الجسيمة حرة الحركة في الاتجاهات )أي ان ا

 للجسيمية تصبح. فان الدالة الموجية  a,b,c  أبعادهفي الصندوق الذي 

ψ = 𝑐 sin
𝑛1𝜋𝑥

𝑎
sin

𝑛2𝜋𝑦

𝑏
sin

𝑛3𝜋𝑧

𝑐
                                                                                  (4) 

 وهي تشبه الموجة المستقرة في تجويف مستطيل الشكل 

𝑝(𝑥) =
𝑛1ℏ𝜋

𝑎
, 𝑝(𝑦) =

𝑛2ℏ𝜋

𝑏
, 𝑝(𝑧) =

𝑛3ℏ𝜋

𝑐
 

 3n ,2n ,1n   ارقام صحيحة موجبة ويصبح الزخم الكلي(p)                            

𝑝2 = 𝑝𝑥
2 + 𝑝𝑦

2 + 𝑝𝑧
2 

𝜓 = 0 

     X=0 

𝜆 = 2𝑎 

     n=1 

𝜓(𝑥) 

 𝜓 = 0 

     X=0 

……..a…….. 
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 : وبذلك تصبح الطاقة الحركية للجسيمة

 𝐸 =
𝑃2

2𝑚
 =

𝜋2ℏ2

2𝑚
   (

𝑛1
2

𝑎2
+

𝑛2
2

𝑏2
+

𝑛3
2

𝑐2
) 

𝐸                                                                       فاذا  كان الصندوق مكعب الشكل     =
𝑛2𝜋2ℏ2

2𝑚𝑎2
 

تتناسب   E)  وعلية من هذه المعادلة فان مستويات الطاقة تزدحم للجسيمات المحصورة في صندوق كبير لان

 تكون موجبة دائما.   nوتتباعد في الصندوق الصغير ملاحظة  ( a   2مع

 المجموعة:  -2 

ويقارب عددها    المميزةيمكننا التعامل معها كوحدة لها خواصها المنظورة    Nعدد جسيماتها    المادةهي كمية من  

 كادروا.وعدد اف

 فان  وبذلك i Nمن مجموعات  اللانهايةيؤول الى   nلـ هو عدد ضخم  الإحصائية: التجمعات-3

𝑖 = ∞       ,                    𝑁 → ∞ = ∑ 𝑁𝑖 

 لات ااحتمالية الحدث تعرف من النسبة بين ارقام حالة حدوث الحدث الى الرقم الكلي للح :الاحتمالية-4

 الاحتمالية =ارقام حدوث الحدث/الرقم الكلي للحالات

 2او على وجه الكتابة لذلك يكون الرقم الكلي للحالات هو وجه الصورةعلى  تأتيفاذا رمينا قطعة نقود اما ان 

وكذلك احتمالية    1/2هوره طبقا للقانون هوظاذن احتمالية  فقط.هو واحد  الصورةهور وجه ظبينما احتمالية 

 أيضا.  1/2هور الكتابة هوظ

وبذلك الاحتمالية الكلية هي  
1

2
+

1

2
= 1 

  التي لا تعتمد على الاحداث الاحتمالية-5

نفترض حدثين    الاخر.هور  ظب  يتأثراحداهما لا    ظهوركان    إذايمكن القول انه غير معتمده    أكثركان حدثين او    إذا

    1nنفترض ان حدث واحد يمكن ان يحدث نرمز له  بالتعاقب.غير معتمدين يمكن ان يكونان في نفس الوقت او 

أيضا بطريقة مختلفة والعدد الكلي لطرق حدوث الحدثين الذين   2nله  بطريقة مختلفة وحدث اخر يحدث نرمز

 يحدثان في نفس وقت او بالتعاقب 

𝑛 = 𝑛1. 𝑛2 
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هو الطريقة الملائمة للحدث الثاني وبذلك  2mو  للحدث الأول الملائمة الطريقةهو رقم  1mالان نرمز الرمز 

 العدد الكلي للطرق الملائمة 

𝑚 = 𝑚1. 𝑚2 

𝑝1الحدث الاول هو                               ظهورالان احتمال   =
𝑚1

𝑛1
 

𝑝2            واحتمالية حدوث الحدث الثاني هي                       =
𝑚2

𝑛2
 

𝑝                                                              الاحداث المركبة   ظهوراحتمالية  =
𝑚

𝑛
=

𝑚1

𝑛1
×

𝑚2

𝑛2
 

 

𝑝 = 𝑝1 × 𝑝2                                            

حاصل ضرب  لمركبة( يساويحدثين في نفس الوقت او بالتعاقب )الاحداث  ظهور هذا يوضح احتمالية 

  المعتمدةمن الاحداث غير  kيمكن ان تمتد الى  النتيجة المعتمدة. هذهغير  للأحداث الاحتماليات الفردية 

kP,……..3P,2P,1P 

 ويمكن كتابة الاحتماليات الفردية على النحو التالي 

 𝑝 = 𝑝1 × 𝑝2 × … … … … . . 𝑝𝑘 
 

من كل الألوان التالية ازرق، بني، احمر، ابيض، اسود  الجوارب حتوي على زوج واحد من صندوق ي :مثال

ماهي احتمالية اختيار الزوج    الجوارب بدون النظر نختار زوج وبعد ذلك يغير هذا الزوج ونختار زوج اخر من  

 ؟الأحمر خلال الوقت 

𝑝(𝑟𝑒𝑑)           /                                                                                      الحل = 1/5 

𝑃(𝑟𝑒𝑑 𝑎𝑛𝑑 𝑟𝑒𝑑) = 1/5 ∗ 1/5 = 1/25 

بصوره    ااختاروثلاث طلاب    البيتزا. إذايحبون    10  أصلطلاب من    9عند اجراء استبيان مدرسي وجد انه  :  مثال

 ؟ زامع التبديل ماهي الاحتمالية لكل ثلاث طلاب يحبون البيت عشوائية

                                                                                                                         الحل/ 

   𝑝1 =
9

10
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  𝑝2 =
9

10
 

     𝑝3 =
9

10
 

 𝑝 = 𝑝1 × 𝑝2 × 𝑝3 =
9

10
∗

9

10
 ∗

9

10
 =

729

1000
 

اختير ثلاث اشخاص  إذامن الناس في العراق يحبون الشاي  % 72عند اجراء دراسة اجتماعية وجد  :مثال

 ؟ للأشخاص الثلاثة الذين يحبون الشاي ةالاحتمالي المجتمع. ماهيبصوره عشوائية من 
  

 على الاحداث  المعتمدةالاحتمالية  -6

 تتغير. ن الاحتمالية سوف أالحدث الأول يتأثر بالحدث الثاني لذلك ف ظهوركان  إذاحدثين يكونان معتمدين 

ورقة لعب بدون تغيير الموقع ثم اختيرت الورق    52في أوراق اللعب تم اختيار ورقة بصوره عشوائية من    : مثال

 الثانية(  الورقة) يالاختيار الثانالأولى تظهر الملكة )الاختيار الأول( وفي  الورقةاحتمالية انه في  الثانية. ماهي

 )الولد( جاك  يظهر

P(queen)                                                                                               الحل/ =   4/52 

P(jack after queen) =  4/51 

P(queen and jack) =  4/52 ∗ 4/51 = 4/663 

 

تختار بصوره عشوائية   اصفر من الألوان هذه الالوان 6ازرق ،2احمر، 3اخضر ، 5 ىاناء يحتوي عل: مثال

 الألوان.ون الثاني ماهي احتمالية الأخضر والاصفر من لمن الاناء وبعد ذلك تغير المواقع بعدها يختار ال

 الحل/

   𝑝(𝑔𝑟𝑒𝑒𝑛) =
5

16
 

  𝑝(𝑦𝑒𝑙𝑙𝑜𝑤) =
6

16
 

𝑝(𝑔𝑟𝑒𝑒𝑛 𝑎𝑛𝑑 𝑦𝑒𝑙𝑙𝑜𝑤) = 𝑝(𝑔𝑟𝑒𝑒𝑛) ∗ 𝑝(𝑦𝑒𝑙𝑙𝑜𝑤) 

                  =
5

16
∗

6

16
=

15

128
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  قانون الإضافة في الاحتمالية-7

يقال ان هو مجموع احتمال كل الاحداث،  A,Bفان احتمال حدوث الحدثين  متنافيين  A,Bكان الحدثين  إذا

 واحد.يمنع حدوث الاخر في ان  أحدهماكان حدوث  إذاالحدثين متنافيين 

 ولمجموعه من الاحداث المتنافية تكون الاحتمالية 

K+……….P3 + P2 + P1 P=P  

 

 الطور:  فضاء-8

والأخرى تمثل الزخم   (x,y,z)هو فضاء افتراضي لوصف حالة جسيم ذي ستة ابعاد ثلاث تمثل الموقع  

(𝑝(𝑥), 𝑝(𝑦), 𝑝(𝑧))   ويمكن تمثيل فضاء الطور للوحدة الواحدة على النحو التالي 

 

 

 

 

 

 ويمكن رسم فضاء الطور لنظام كلي  

 

 

 

 

 

N  عدد الوحدات في النظام ، الحجم بصورة الاعتيادية يعبر عنه  

     𝑑𝑣 = 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧          

𝑥 → 𝑥 + 𝑑𝑥 

𝑦 → 𝑦 + 𝑑𝑦 

𝑧 → 𝑧 + 𝑑𝑧 

3p 

3x 

Px,py,pz 

X,y,z 

3Np 

3Nx 



 

10 
 

 Γيعبر عن الحجم في فضاء الطور بالرمز  

dΓ = 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧𝑑𝑝𝑥𝑑𝑝𝑦𝑑𝑝𝑧 

dΓ6𝑁 = 𝑑𝑥1𝑑𝑦2𝑑𝑧3𝑑𝑝𝑥1𝑑𝑝𝑦2𝑑𝑝𝑧3 … 𝑑𝑥𝑖𝑑𝑦𝑖𝑑𝑧𝑖𝑑𝑝𝑥𝑖𝑑𝑝𝑦𝑖𝑑𝑝𝑧𝑖 … 𝑑𝑥𝑁𝑑𝑦𝑁𝑑𝑧𝑁𝑑𝑝𝑥𝑁𝑑𝑝𝑦𝑁𝑑𝑝𝑧𝑁       

dΓ6𝑁 = ∏ 𝑑𝑥𝑖𝑑𝑦𝑖𝑑𝑧𝑖𝑑𝑝𝑥𝑖𝑑𝑝𝑦𝑖𝑑𝑝𝑧𝑖

𝑁

𝑖=1

                                                                            (5) 

 المجهرية:  الحالات-9

نستعرض التعريف الاحصائي باستخدام التعريف الاحصائي للحالة المجهرية ومن ثم نعرض حساب الانتروبي  

وبما ان الانتروبي هو مقياس لعشوائية    الطاقة.بسيطة تحتوي على عدد بسيط من الجسيمات ومستويات    لأنظمة

وعشوائية الحالة   يتها  في الحالة السائلة )لنفس المادة(ائ شوائية جزيئات الغاز اكبر من عشوالنظام وذكرنا ان ع

ج عن ترتيب الجزيئات بالمادة .اول من اقترح وهذا نات  السائلة اكبر من عشوائية الحالة الصلبة )لنفس المادة(

 هو العالم بولتزمان.  Ωوبين الحالات المجهرية الكلية للنظام   (S)بين مبدأ الانتروبي  ربطال

𝑺 = 𝑲𝑩 𝐥𝐧 𝛀                                                                                                                         (6)  

BK  ثابت بولتزمان وانS  و𝛺  يعتبران خاصية من خواص النظام المعادلة أعلاه هي معادلة افتراضية ليست

على مقارنة نتائجها مع النتائج  لها اشتقاق نظري لذلك سوف نفترض انها حقيقية ودرجة أهميتها سوف تعتمد 

النظام. لة  للنظام دعونا نوضح أولا ماذا تعني كلمة حاقبل ان نبدأ بتعريف معنى الحالة المجهرية    .العملية المدونة

(  1ولتوضيح ذلك نعتبر نظاما بسيطا كما هو موضح في الشكل ) الطاقة.النظام هي كيفية ملء مستويات  حالة

  (1,1,0)وجسمين مميزين. سوف نعرف حالة النظام بالأرقام التالية i=0,1,2 ,iEيتكون من ثلاث مستويات، 

وجسيم في مستوي  °𝜀  وهذه الأرقام من اليسار الى اليمين تدل على انه يوجد جسيم في مستوي الطاقة الأول 

الجسيمين نحصل على حالات  أحد . وفي حالة انه تم اثارة 𝜀2والمستوي الثالث للطاقة فارغ   𝜀1الطاقة الثاني  

  (1,1,0) النظامالحالتان المحتملتان لحالة الاتي يمثل  الشكلو  .(1,0,1)او    (0,1,1)النظام الممثلة بالأرقام 

 

 

 

 

 

 اذن الحالة المجهرية: هي ترتيب الجسيمات المميزة خلال حالة معرفة)معطاة( للنظام 

 الطاقة المستوي

2 

3 

1 

𝜀2 

𝜀1 

𝜀0 

 الطاقة المستوي

3 

2 

1 

𝜀2 

𝜀1 

 

𝜀0 
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الذي يتكون من ثلاث مستويات للطاقة وثلاث   (2,1,0) النظامماهي عدد الحالات المجهرية لحالة  :( 1مثال )

 جسيمات مميزة؟ 

بوضع جسمين في المستوي الأول وجسيم في المستوي الثاني وترك المستوي الثالث فارغ. وبتبديل  الحل/ نقوم 

الاجسام الثلاثة على المستويات الطاقة الأولى والثانية فقط، نجد اننا سنحصل على ثلاث حالات مجهرية فقط.  

 كما في الشكل الاتي:  هذا مع اهمال ترتيب الجسيمات في كل المستوى.

 

 

 

 

 

 

 

 . تظهر نتيجة ترتيبات مختلفة وكبيره جدا للحالات المجهرية: الحالة العيانيةاذن 

∑قبل الشرح سوف نسترجع احدى النظريات الإحصائية المهمة وهي النظرية مع وجود شرط  𝑁𝑗𝑗  فان عدد

  2nمن الجسيمات في المستوي الأول و 1nمن المستويات بحيث يوضع  jمن الجسيمات  على  Nطرق توزيع 

 هو  jمن الجسيمات في المستوي الأخير  jnمن الجسيمات في المستوي الثاني وهكذا الى ان نصل الى الوضع  

𝑤{𝑛𝑖} =
𝑁!

𝑛1 !𝑛2!𝑛3!……𝑛𝑗!
=

𝑁!

∏ 𝑛𝑖
𝑗
𝑖=1 !

                                                                                   (7)  

 ووضعها في المستوي   N من  1nأولا بالمستوي الأول فنجد عدد طرق الاختيار  أنبد  ذلك: لأثبات 

𝑤1 = (
𝑁

𝑛1
) =

𝑁!

𝑛1 ! (𝑁 − 𝑛1)!
 

𝑁)  من 2nوبالمستوي الثاني عدد الطرق لاختيار  − 𝑛1)   ووضعها في هذا المستوي هو 

 المستوي

3 

2 

 الطاقة

𝜀2 

 

𝜀1 

 

1 𝜀0 
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𝑤2 = (
𝑁 − 𝑛1

𝑛2
) =

(𝑁 − 𝑛1)!

𝑛2 ! (𝑁 − 𝑛1 − 𝑛2)!
 

𝑁)من   3nوبالمستوي الثالث نجد ان عدد الطرق لاختيار  − 𝑛1 − 𝑛2)  ووضعها في هذا المستوي هو 

𝑤3 = (
𝑁 − 𝑛1 − 𝑛2

𝑛3
) =

(𝑁 − 𝑛1 − 𝑛2)!

𝑛3 ! (𝑁 − 𝑛1 − 𝑛2 − 𝑛3)!
 

على هذا النمط الى ان نصل الى المستوي الأخير حيث ان هذه الاختيارات منفصلة فان العدد الكلي ونستمر 

 يصبح  

 𝑤{𝑛𝑖} = 𝑤1 × 𝑤2 × 𝑤3 × … 𝑤𝑗 =
𝑁!

𝑛1 !𝑛2!𝑛3!……𝑛𝑗!
=

𝑁!

∏ 𝑛𝑖
𝑗
𝑖=1 !

 

∏حيث ان    يدل على المضروب اللانهائي لأعداد بمعنى ان  الرمز

∏ 𝑛1! = 𝑛1! × 𝑛2! × … × 𝑛𝑟!

𝑟

𝑖=1

 

 .  (0,1,2,3,4)هرية لحالة النظام جمثال / ماهي عدد الحالات الم

لحالات سوف يتم حساب ا Nنجد ان عدد المستويات خمسة وعدد الجسيمات  (0,1,2,3,4)من الحالة الحل / 

   تي:المجهرية على النحو الا 

𝑁 = ∑ 𝑛𝑖 = 4 + 3 + 2 + 1

5

𝑛𝑖=1

 

  :وباستخدام القانون الاحصائي نجد ان الحالات المجهرية لهذه الحالة هي

𝑤{𝑛𝑖} =
𝑁!

𝑛1 ! 𝑛2! 𝑛3! 𝑛4! 𝑛5!
=

10!

4! × 3! × 2! × 1! × 0!
= 12600 

 ولحساب الانتروبي لنفس المثال 

 S = KB ln w{ni} = 1.38 × 10−23JK−1 × ln 12600 = 1.30 × 10−22JK−1 
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وهو عدد الجسيمات في المول الواحد   ور أفوكاد هذا الرقم بعدد  هنا صغيره ولكن لو ضربنا ان قيمة الانتروبي

 سنحصل على الانتروبي لكل مول من الجسيمات وهو   فأننا N=10وقسمناه على عدد الجسيمات في المثال 

 

7.8 JK−1Mol−1 

 

lim                               سوف نتحقق من الخاصية الاولى للانتروبي
𝑇→0

𝑆 = 0 

𝑇عند درجة الحرارة المنخفضة والتي تقترب من درجة الصفر المطلق  → نجد ان جميع الجسيمات تتجمع   0

وحينها تصبح الجسيمات في مستوي واحد فان عدد الحالات المجهرية   في المستوي الأرضي )ادنى مستوي(

 الكلية تصبح واحد 

lim
𝑇→0

𝑆 = 𝐾𝐵 ln Ω = 𝐾𝐵 ln 1 = 0 

 الثرموداينمك.وهذا يدل على ان التعريف الاحصائي متوافق مع القانون الثالث في 

 

 الخاصية التجميعية للانتروبي   الخاصية الثانية للانتروبي:

نظام    نضاعفلدراسة هذه الخاصية سوف    القيمةتضاعف حجم النظام يتضاعف الانتروبي بنفس    إذاوتعني انه  

تم مضاعفة   إذاالمستوي الثالث يترك فارغ  مميزين.الذي يتكون من ثلاث مستويات وجسيمين  (1,1,0)بسيط 

بتالي فان الانتروبي  مجهرية.حالات  أربعهذا النظام البسيط سوف تتضاعف الجسيمات وبذلك نحصل على 

 لجسيمين هو   

                                                                                   𝑆 = 𝐾𝐵 ln 2 

𝑆                             و لأربع جسيمات                          = 𝐾𝐵 ln 4 = 𝐾𝐵 ln 22 = 2𝐾𝐵 ln 2  

𝑆                                                                    من النسخ Nولعدد  = 𝐾𝐵 ln 2𝑁 = 𝑁𝐾𝐵 ln 2 

 ومن هذا المثال تتضح صفة تضاعف الحلات المجهرية وتجميع الانتروبي  

Ω𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙 = Ω1 × Ω2 

𝑆 = 𝑆1 + 𝑆2 

 انيــــــــــــــــالفصل الث
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 بولتزمان – إحصاء ماكسويل 

يحاول ايجاد العلاقة بين الصفات العيانية والصفات المجهرية لمجموعة من الجسيمات   الميكانيك الاحصائيان 

وهو يدرس سلوك الاكثر احتمالا لهذه الجسيمات ويتحكم في الميكانيك الاحصائي مجموعة من القوانين تدعى 

لا لتوزيع كمية معينة من الطاقة بين عدد قوانين التوزيع الاحصائي حيث يستخدم في ايجاد الطريقة الاكثر احتما

جسيمات متشابهة لها اي برم كان لكنها متباعدة بعضها عن البعض بمسافات كافية  الكانت  إذا الجسيمات.من 

  .زمانتبول–ماكسويل    بحيث يمكن تمييزها ومثال على ذلك هي الجزيئات الغازية وهذه الجسيمات تخضع لتوزيع

 زمان: تبول– مميزات النظام الخاضع لإحصاء ماكسويل 

 وحدات النظام متماثلة متميزة عن بعضها. -1

 يخضع لمبدأ الميكانيك الكلاسيكي.  -2

  يطبق لنظام مثالي معزول.-3

 

  الطاقات توزيع -1

والمطلوب ايجاد التوزيع الاكثر احتمالا   i....E3 ,E2 , ,E1 E( ذات طاقة  Nلو اخذنا مجموعة من الجزيئات )  

( 𝝎)  تنص على انه كلما ازاد العددللجزيئات بين الطاقات المختلفة فلدينا قاعدة اساسية في الميكانيك الاحصائي  

 . بالطرق المختلفة لتوزيع الجزيئات بين الخلايا كلما كان احتمال التوزيع اكبر

∑ 𝑛𝑖 = 𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3 = 𝑁                                                                           (1)    

  الطاقات المختلفةالكلاسيكية حيث يتم توزيع الانظمة على  الإحصاءات في  إدخالهان مفهوم الطاقة تم 

,𝐸1                                                              مثل 𝐸2, 𝐸3 … … … 𝐸𝑖 … 𝐸𝑛 

  للنظاموبذلك فان الطاقة الكلية 

    𝐸𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙 = ∑ 𝐸𝑖
𝑁
𝑖=1                                                                                          (2) 

 وبذلك )S (متقاربه جدا نرمز لها بالرمز او رفوفعلى شكل شرائح  يمكن ان نقسم طاقة النظاملتوضيح ذلك 

رف من الرفوف احتمالاته الممكنة فتمثل بمجموعة من الصناديق على كل   لكل SEتكون طاقة هذه الشريحة 

وعدد الجسيمات وزن الشريحة او درجة انحلال الشريحة    ( ويسمىS) الشريحةفي    S(g(رف ويرمز لها بالرمز
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رقم الاشغال    .sرقم الاشغال في الشريحة    ويسمى )Sn (في كل خلية تمثل بكرات داخل هذه الصناديق تمثل بالعدد 

   الاتية:الكلي يعطى بالعلاقة 

∑ 𝑛𝑠
𝑛
𝑠=1 = 𝑁𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙                                                                                             (3)  

 

 تعطى بالعلاقة التالية   (s)في الشريحة وبذلك تكون طاقة النظام 

𝐸 = (𝑛𝑠 ∗ 𝐸𝑠)                                                                       

 تكون الطاقة الكلية للمجموعة   وعلية

∑ 𝑛𝑠 ∗𝑛
𝑠=1 𝐸𝑠 = 𝐸𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙                                                                                    (4)   

 

 

 

 

 

 

 

 

 (1الشكل)
 

فهنالك أربع وعشرون طريقة ترتيب لهذه الجسيمات الاربع حسب ، abcdمثلا لو كان لدينا أربع جزيئات مثل 

 قيمة المقدار 

4!=4*3*2*1=24                                            

 هي: وهذه الطرق   
 

abcd                                                bacd                               cabd                        dabc 

abdc                                                 badc                              cadc                        dacb 

acbd                                                 bdac                              cbad                        dbac 

E1 

E2 

 

E3 

 

 
g1=1   ,N1=3 

    g2=4   ,N2=4 

    g3=4   ,N3=5 
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acdb                                                 bdca                              cbda                        dbca 

adbc                                                 bcda                              cdab                        dcab 

adcb                                                 bcad                              cdba                        dcba 
 

 

يعطي  العام لمجموعة ارقام النظام في شريحة الطاقة يشير الى الحالة الظاهرية وبذلك  وعموما فان الترتيب 

داخل النظام حالة الطاقة التي تشير الى الحالة المجهرية وبذلك الأرقام الكبيرة  في الترتيب المعين للمجموعة

 للحالة المجهرية تقابل حالة ظاهرية.

 اول شريحة طاقة  شغاللأ (C)الاختيارات هو  واعدد طرق التوزيع 

 𝐶𝑛1

𝑁 =
𝑁!

𝑛1!(𝑁−𝑛1)!
                                                                                                       (5) 

 الشريحة الثانية   لأشغال

𝐶𝑛2

(𝑁−𝑛1)
=

(𝑁 − 𝑛1)!

𝑛2! (𝑁 − 𝑛1 − 𝑛2)!
                                                                          (6) 

عدد الاختيارات الكلية يعطى بالعلاقة التالية فأن  كوبذل  

𝐶𝑛1

𝑁 × 𝐶𝑛2

(𝑁−𝑛1)
× 𝐶𝑛3

(𝑁−𝑛1−𝑛2)

=
𝑁!

𝑛1! (𝑁 − 𝑛1)!
 ×

(𝑁 − 𝑛1)!

𝑛2! (𝑁 − 𝑛1 − 𝑛2)!
×

(𝑁 − 𝑛1 − 𝑛2)!

𝑛3! (𝑁 − 𝑛1 − 𝑛2 − 𝑛3)!
 

 هذا الاختيار الكلي لثلاث شرائح طاقة  

 شريحة. وحدات لأشغال اول  5وحده من   2عدد طرق اختيار   وما ه :مثال

 الحل/

𝐶2
5 =

5!

2! (5 − 2)!
=

5 × 4 × (3 × 2 × 1)

2(3 × 2 × 1)
= 10 

الشريحة الثانية فما هو عدد  لأشغال  2اول شريحة طاقة ثم نختار من الباقي  لأشغال 2وحدات نختار  5  :مثال

 الثانية.الشريحة  لأشغالالاختيارات 

 الحل/
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𝐶𝑛2
(𝑁−𝑛1)

=
(𝑁 − 𝑛1)!

𝑛2! (𝑁 − 𝑛1 − 𝑛2)!
⇔ 𝐶2

(5−2)
=

(5 − 2)!

2! (5 − 2 − 2)!
=

3!

2!
= 3 

 

  10و الشريحة الأولى   لأشغالوحدات   10وحده نختار   100كان لديك  إذااحسب مجموع الاختيارات  :مثال

الشريحة   لأشغالمن الباقي  40و  الثالثةالشريحة  لأشغالمن الباقي   30الشريحة الثانية و  لأشغالمن الباقي 

 الرابعة.

 

 بولتزمان  -اشتق احتمالية التوزيع في إحصاء ماكسويل  مثال:

 الحل/

من الجسيمات لشريحة الطاقة الأولى من العدد الكلي من الجسيمات يعطى بالمعادلة   nرقم طرق الاختيار لـ  

 التالية 

𝐶𝑛𝑖
𝑁 =

𝑁!

𝑛𝑖! (𝑁 − 𝑛𝑖)!
 

𝐶𝑛2وعدد الاختيارات للشريحة الثانية هو  
(𝑁−𝑛1)

=
(𝑁−𝑛1)!

𝑛2!(𝑁−𝑛1−𝑛2)!
 

 يعطى بالعلاقة التالية  وبذلك فان عدد الاختيارات الكلية لتوزيع الجسيمات على ثلاث شرائح طاقة 

𝑤 =
𝑁!

𝑛1 ! 𝑛2! 𝑛3!
 

𝑔𝑠)فيصبح  𝑔𝑠على    𝑛𝑠يمكن ان نضع 
𝑛𝑠) ـوبذلك يكون الترتيب الكلي ل 𝑛𝑠  جسيمة على الشرائح هو 

 

𝑤 =
𝑁!

𝑛1 ! 𝑛2! 𝑛3! … … 𝑛𝑠!
(𝑔1

𝑛1 × 𝑔2
𝑛2 × … . 𝑔𝑠

𝑛𝑠   ) 

𝑤 = 𝑁𝑖 ∏(
𝑔𝑠

𝑛𝑠

𝑛𝑠!

𝑠

1

) 

 

على وزن الشريحة وبذلك يكون     snلاستخراج الترتيب الدقيق يمكن ان نضع رقم الاشغال  وبصورة عامة

𝑔𝑠
𝑛𝑠  الشريحة. تكون طرق الترتيب لرقم الاشغال في  هوعلي 
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𝑤 =
𝑁!

𝑛1 ! 𝑛2! 𝑛3! … … 𝑛𝑠!
(𝑔1

𝑛1 × 𝑔2
𝑛2 × … . 𝑔𝑠

𝑛𝑠   )                                                     (7) 

 

 

𝑤 = 𝑁𝑖 ∏(
𝑔𝑠

𝑛𝑠

𝑛𝑠!

𝑠

1

)                                                                                                              (8) 

 بولتزمان   -هذا التعبير لاحتمالية التوزيع الدقيق لماكسويل

ن في  جسيمتين في الشريحة الأولى وجسيمتي  ،تتوزع على شريحتين طاقة  (a,b,c,d)اربع جسيمات  : مثال

ماهي عدد الحالات  الثانيةفي الشريحة الأولى واربع خلايا في الشريحة  )وزن( الشريحة الثانية مع ثلاث خلايا

 .المجهرية

    N=4الحل /عدد الجسيمات 

𝑛1 = 2 → 𝑔1 = 3 

𝑛2 = 2 → 𝑔2 = 4 

𝑤 = 𝑁𝑖 ∏(
𝑔𝑠

𝑛𝑠

𝑛𝑠!

𝑛

𝑖=1

) = 4! ∗ (
32

2!
×

42

2!
) 

= 4! ∗ (
9

2
×

16

2
) = 864 

زيع الدقيق او وجسيمات موزعة على الخليتين احسب الت وأربعفي فضاء الطور    jو  iخليتين  نفترض : مثال

 (.)الجاهرية  جد الحالات المجهرية والظاهرية

 الحل/  

    4      3         2        1        0 iN 

     0      1         2        3       4 JN 
 

𝑤 = 𝑁𝑖 ∏(
𝑔𝑠

𝑛𝑠

𝑛𝑠!

𝑛

𝑖=1

) 

𝑤1 = 4! ∗ (
14

4!
×

10

0!
) = 1 

 وزن التوزيع الظاهري  وزن التوزيع المجهري 
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𝑤2 = 4! ∗ (
13

3!
×

11

1!
) = 4 

𝑤3 = 4! ∗ (
12

2!
×

12

2!
) = 6 

𝑤4 = 4! ∗ (
11

1!
×

13

3!
) = 4 

𝑤5 = 4! ∗ (
10

0!
×

14

4!
) = 1 

𝑤 = 1 + 4 + 6 + 4 + 1 = 16 

 جاهرية او )ظاهرية( حالات  5يقابلها   16عدد الحالات المجهرية 
 

طاقته   الأول المستوي  s(g(1= متحللة مميزه موزعة على ثلاث مستويات طاقة غير  ت ستة جسيما : مثال

 . احسب 2E والمستوي الثالث   Eصفر والمستوي الثاني يمتلك طاقة مقدارها 

 الكلي للحالات المجهرية   العدد -1

في المستوي الثاني   2و  الأولعدد الحالات المجهرية التي تحتوي على ثلاث جسيمات في المستوي  احسب -2

 وواحده في المستوي الثالث. 

 توزيع.  أعظم جد طاقة  -3

 . 5Eكان المجموع الكلي للطاقة لست جسيمات تساوي  إذااحسب العدد الكلي للحالات المجهرية  -4

 الحل/

 الأول       2                  3                3              4            4          5         6    

 الثاني  2                  3                2              1            2          1         0     

 الثالث  2                  0                 1             1            0          0         0     

 عدد حالات التوزيع  (1)               (3)             (6)            (3)        (6)        (6)      (3)     
 

1- 

𝑤1 = 6! ∗ (
1

6!
×

1

0!
×

1

0!
) = 1 × 3 = 3 

𝑤2 = 6! ∗ (
1

5!
×

1

1!
×

1

0!
) = 6 × 6 = 36 
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𝑤3 = 6! ∗ (
1

4!
×

1

2!
×

1

0!
) = 15 × 6 = 90 

𝑤4 = 6! ∗ (
1

4!
×

1

1!
×

1

1!
) = 30 × 3 = 90 

𝑤5 = 6! ∗ (
1

3!
×

1

2!
×

1

1!
) = 60 × 6 = 360 

𝑤6 = 6! ∗ (
1

3!
×

1

3!
×

1

0!
) = 20 × 3 = 60 

𝑤7 = 6! ∗ (
1

2!
×

1

2!
×

1

2!
) = 90 × 1 = 90 

𝑊𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙 = 729 

2- 

𝑤 = 𝑁𝑖 ∏(
𝑔𝑠

𝑛𝑠

𝑛𝑠!

𝑛

𝑖=1

) = 6! ∗ (
1

3!
×

1

2!
×

1

1!
) = 60 

 

 (      (2,2,2اعظم طاقة في حالة -3

2 × 0 + 2 × 𝐸 + 2 × 2𝐸 = 6𝐸 

   5Eعدد الحالات المجهرية التي تحقق الطاقة  -4

𝑛1𝐸1 + 𝑛2𝐸2 + 𝑛3𝐸3 = 5𝐸 

3 × 0 + 1 × 𝐸 + 2 × 2𝐸 = 5𝐸, 𝑊 = 6! ∗ (
1

3!
×

1

1!
×

1

2!
) = 60 

2 × 0 + 3 × 𝐸 + 1 × 2𝐸 = 5𝐸, 𝑊 = 6! ∗ (
1

2!
×

1

3!
×

1

1!
) = 60 

1 × 0 + 5 × 𝐸 + 0 × 2𝐸 = 5𝐸, 𝑊 = 6! ∗ (
1

1!
×

1

5!
×

1

0!
) = 6 

 

𝑊 = 126 

 بولتزمان  - دالة التوزيع لماكسويل -2
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الاشغال للوزن   لأرقامبولتزمان نفترض هناك بعض القيم المعينة  –لغرض اشتقاق دالة التوزيع لماكسويل 

(W)  وزن يعطي احتمالية التوزيع للمجموعة.  أعظم الدقيق وهذا الترتيب مع  للترتيب 

 وزن من خلال الشرط   لأعظم نجد رقم الاشغال الضروري   -1

𝑤 = 𝑤𝑚𝑎𝑥 

𝑑𝑤                       ميلها يساوي صفر  عندما يكون   ن ما يمك الدالة تكون اعظم  = ∑
𝑑𝑤

𝑑𝑛𝑠
𝑑𝑛𝑠 = 0𝑠    

 من الجسيمات فان الطاقة الكلية له تساوي  Nلنظام يتكون من  

𝑑𝐸 = ∑ 𝐸𝑠𝑑𝑛𝑆 ,    𝑑𝐸 = 0 

∑ 𝑑𝑛𝑠 = 𝑑𝑁 = 0 

𝑤 = 𝑁! ∏(
𝑔𝑠

𝑛𝑠

𝑛𝑠!

𝑠

1

) 

logعند اخذ   𝑊 بالشكل التالي   أعلاهبح المعادلة ص يتحول الى جمع  فت ب فالضر 

log 𝑤 = log 𝑁! + ∑ log
𝑔𝑠

𝑛𝑠

𝑛𝑠!
𝑠

                                                                                         (9) 

استعمال طريقة مضروبات  نلاحظ العلاقات السابقة كلها تساوي صفر لذلك يمكن توحيدها بعلاقة واحدة ب

,1 )        ج.ن لاكرا ∝, 𝛽) 

𝑑                   نضرب  أي log 𝑤   (1)  بالعامل 

    (∝)بالعامل    𝑑𝑁نضرب                         

 (𝛽)بالعامل    𝑑𝐸نضرب                          

1 𝑑 log 𝑤 + 𝛼𝑑𝑁 + 𝛽𝑑𝐸 = 0                                                                                     (10) 

∑
𝑑 log 𝑤

𝑑𝑛𝑠
𝑑𝑛𝑠 + 𝛼 ∑ 𝑑𝑛𝑆 + 𝛽 ∑ 𝜖𝑠𝑑𝑛𝑠

𝑆𝑠
= 0

𝑠

 

∑(
𝑑 log 𝑤

𝑑𝑛𝑠
+ 𝛼 + 𝛽𝜖𝑠) 𝑑𝑛𝑠 = 0                                                                                (11) 

(
𝑑 log 𝑤

𝑑𝑛𝑠
+ 𝛼 + 𝛽𝜖𝑠) = 0                                                                                              (12) 
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log 𝑤 = log 𝑁! + ∑ 𝑛𝑠 log 𝑔𝑠 − ∑ log 𝑛𝑠!
𝑠𝑠

                                                       (13) 

 

logعند التعامل مع     𝑁!   الخطأ تكون نسبة    ىحت  الكبيرة  للأرقام الذي يصلح    ستيرلنغستخدم تقريب  ا   الأفضل  

 فيساوي صفر   الصغيرة ي للأرقام قليلة جدا ا

log 𝑁! = 𝑁 log 𝑁 − 𝑁                                                                                                      (14) 

log 100! = 100 log 100 − 100 ≅ 100 

log 10! = 10 log 10 − 10 = 0 

 فنحصل على   ستيرلنغونطبق عليها تقريب   (13)رقم  نرجع للمعادلة 

log 𝑤 = 𝑁log 𝑁 − 𝑁 + ∑ 𝑛𝑠 log 𝑔𝑠 − ∑ 𝑛𝑠
𝑠

log 𝑛𝑠
𝑠

+ ∑ 𝑛𝑠
𝑠

                         (15) 

 على    فنحصل (15) رقمثم نشتق المعادلة 

𝑑 log 𝑤 = 𝑑𝑛𝑠 log 𝑔𝑠 − 𝑑𝑛𝑠 log 𝑛𝑠 − 𝑛𝑠 ∗
1

𝑛𝑠
+ 𝑑𝑛𝑠                                                 

𝑑 log 𝑤

𝑑𝑛𝑠
= log 𝑔𝑠 − log 𝑛𝑠 − 𝑛𝑠 ∗

1

𝑛𝑠
+ 1 

𝑑 log 𝑤

𝑑𝑛𝑠
= log 𝑔𝑠 − log 𝑛𝑠                                                                                               (16) 

𝑑 log 𝑤

𝑑𝑛𝑠
= log

𝑔𝑠

𝑛𝑠
 

 (11)نعوض هذا المقدار في المعادلة 

log
𝑔𝑠

𝑛𝑠
+ 𝛼 + 𝛽𝜖𝑠 = 0                                                                                                      (17)  

log
𝑔𝑠

𝑛𝑠
= −(𝛼 + 𝛽𝜖𝑠) 

𝑔𝑠

𝑛𝑠
= 𝑒−(𝛼+𝛽𝜖𝑠)                                                                                                                  (18) 

𝑔𝑠 = 𝑛𝑠𝑒−(𝛼+𝛽𝜖𝑠)  

 نحصل على  ل نقلب المعادلة 
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𝑛𝑠 = 𝑔𝑠𝑒(𝛼+𝛽𝜖𝑠)                                                                                                                (19)  

𝑔𝑠التوزيع العام لوحدات الطاقة المختلفة على شرائح الطاقة المختلفة الان اذا كان   =  تصبح    1

𝑛𝑠 = 𝑒(𝛼+𝛽𝜖𝑠) 

 الواحدة. هذه المعادلة تعطي التوزيع الدقيق لوحدات الطاقة في الشريحة 

     (  𝛽 )ج نكرامضروب لا إيجاد-3

,′′𝐴نفترض وجود نظامين    𝐴′    يحتويان𝑁′′ , 𝑁′   ل  وضع النظامان في تماس حراري بحيث يحدث تباد

حالة التوازن الحراري عندما تكون درجة الحرارة متشابهة والطاقة الكلية  طاقي بينهما الى ان يصلان الى 

 ثابتة. تكون مستقرة او  Eللنظامين 

𝐴′′, 𝐴′ 

𝑁′′ , 𝑁′ 

𝑑𝑁′ = 0 ,    𝑑𝑁′′ = 0 , 𝑑𝜖 = 0 

 للشرائح 

   𝑑𝑁′
𝑆 ,         𝑑𝑁′′

𝑆      

 للطاقات 

𝜖′
𝑆 ,         𝜖′′

𝑆      

𝐸 = ∑ 𝜖𝑆
′ 𝑛𝑠

′ + ∑ 𝜖𝑆
′′𝑛𝑠

′′

𝑠𝑆
                                                                                         (20) 

𝑁 = ∑ 𝑛𝑠
𝑆

  , 𝑑𝑁′ = ∑ 𝑑𝑛𝑠
′    

𝑠
 , 𝑑𝑁′′ =  ∑ 𝑑𝑛𝑠

′′   
𝑠

     

𝑑𝐸 = ∑ 𝜖𝑆
′  𝑑𝑛𝑠

′ + ∑ 𝜖𝑆
′′𝑑𝑛𝑠

′′ = 0𝑠𝑆                                                                                (21)   

 

 

𝑤𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙 = 𝑤′ ∗ 𝑤′′                                                                                                             (22) 

log 𝑤𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙 = log 𝑤′ ∗ log 𝑤′′                                                                                         (23)  

log 𝑤𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙 + 𝛼′𝑑𝑁′ + 𝛼′′𝑑𝑁′′ + 𝛽𝑑𝜖 = 0                                                                 (24)  

log 𝑤′ = ∑
𝑑 log 𝑤′

𝑑𝑛𝑠
′

𝑠

𝑑𝑛𝑠
′       , log 𝑤′′ = ∑

𝑑 log 𝑤′′

𝑑𝑛𝑠
′′

𝑠

𝑑𝑛𝑠
′′ 

𝛽 𝛼 
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log   ـنعوض القيم المستخرجة ل 𝑤      ,    𝑑𝑁       , 𝑑𝜖    (23)في المعادلة   

∑
𝑑 log 𝑤′

𝑑𝑛𝑠
′

𝑠

𝑑𝑛𝑠
′ + ∑

𝑑 log 𝑤′′

𝑑𝑛𝑠
′′

𝑠

𝑑𝑛𝑠
′′ + 𝛼′ ∑ 𝑑𝑛𝑠

′    
𝑠

+ 𝛼′′ ∑ 𝑑𝑛𝑠
′′   

𝑠
 

+𝛽 ∑ 𝜖𝑆
′  𝑑𝑛𝑠

′ + 𝛽 ∑ 𝜖𝑆
′′𝑑𝑛𝑠

′′ = 0𝑠𝑆                                                                                 (25)  

 على الثاني  الأول ل النظام صنف

(∑
𝑑 log 𝑤′

𝑑𝑛𝑠
′

𝑠

+ 𝛼′ + 𝛽𝜖𝑆
′ )  𝑑𝑛𝑠

′ + (∑
𝑑 log 𝑤′′

𝑑𝑛𝑠
′′

𝑠

+ 𝛼′′ +  𝛽𝜖𝑆
′′) 𝑑𝑛𝑠

′′ 

𝑑 log 𝑤′

𝑑𝑛𝑠
′

𝛼′ + 𝛽𝜖𝑆
′ = 0 

𝑑 log 𝑤′′

𝑑𝑛𝑠
′′

𝛼′′ +  𝛽𝜖𝑆
′′ = 0 

∴  𝛽 = 𝑓(𝑇) 

 ثابت نفس درجة الحرارة.  لأنه دالة لدرجة الحرارة  𝛽وهذا يعني ان   𝛽كلا التوزيعان يعتمدان على الثابت  

   ة على تغير الطاق𝛃 اعتماد

يمثل الضغط   pحيث  (pdv)شغل  وإنجاز الى النظام    𝑑𝑄كمية من الحرارة   إضافةان تغير الطاقة ينتج من 

 . الأول التغير  بالحجم وبموجب قانون الثرموداينمك  dvالذي يؤثر على النظام من المحيط و 

𝑑𝑄 = 𝑑𝐸 + 𝑑𝑊                                                                                                          (26)  

𝑑𝐸 = 𝑑𝑄 − 𝑝𝑑v 

 بالعلاقة التالية والطاقة تعطى 

𝑑𝐸 = 𝑑 ∑ 𝐸𝑠𝑛𝑠 = ∑ 𝐸𝑠𝑑𝑛𝑠 + ∑ 𝑛𝑠𝑑𝐸𝑆
𝑆

 

 

 

 التغير في حجم النظام وعليه فان المقدار   وسببهبالطاقة وبمقارنة معادلتي الطاقة بشكليها نستنتج ان التغير 

∑ 𝑛𝑠𝑑𝐸𝑆 = −𝑝𝑑v 

𝑑𝑄 −𝑝𝑑𝑣 
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∑ 𝐸𝑠𝑑𝑛𝑠 = 𝑑𝑄 

 في حالة عدم التغير في الحجم نحصل على  

𝑑 log 𝑊 + 𝛼𝑑𝑁 + 𝛽𝑑𝑄 = 0                                                                                   (28)  

 

مجموعة مع ثبوت عدد   لأي المجهزة وفي حالة الحرارة  (dQ)في الطاقة يجب ان يكون راجعا  ة زياد  أي لان 

𝑑𝑁الوحدات  = 0 

dlog 𝑊 = −𝛽𝑑𝑄                                                                                                               (29)  

∴ 𝑑𝑄 = −
𝑑 log 𝑤

𝛽
 

𝑑𝑄

𝑇
= 𝑑𝑆                                                                                                                               (30)    

𝑑𝑆 = −
𝑑 log 𝑊

𝑇𝛽
                                                                                                                   (31)   

𝑑𝑆 = 𝐾𝑑 log 𝑤                                                                                                             (32)  

𝐾 = −
1

𝑇𝛽
 

∴  𝛽 = −
1

𝑇𝐾
                                                                                                                     (33) 

   معدل طاقة النظام -4

 من النظرية الحركية للغازات فان معدل الطاقة النظام تمتلك قيمة مشتقة من معادلة الغاز المثالي والتي تساوي 

𝐸̅ =
3

2
𝐾𝑇                                                                                                                            (34)  

𝐾 =
𝑅

𝑁𝑎
              , 𝜖𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙 = ∑ 𝑛𝑠𝜖𝑆𝑠         , 𝑁 = ∑ 𝑛𝑠𝑠     

𝐸𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙 = ∑ 𝜖𝑆𝑠 𝑔𝑠𝑒(𝛼+𝛽𝜖𝑠)                                                                                              (35)  

𝐸̅ =
𝐸𝑇0𝑡𝑎𝑙

𝑁
=

∑ 𝜖𝑆𝑠 𝑔𝑠𝑒(𝛼+𝛽𝜖𝑠)

∑ 𝑔𝑠𝑒(𝛼+𝛽𝜖𝑠)
𝑆

                                                                                            (36)  

كدالة لطاقة    sgحساب المقدار في المعادلة السابقة نكتب  لأجلو  .عامل يمكن التخلص منه  𝑒𝛼ان العامل  و

ولهذا نفرض ان الحجوم المتساوية من فظاء الطور تحتوي على عدد متساوي من حالات الطاقة    s(dE(الشريحة  

 من حالات الطاقة. B، لذلك سوف نفرض ان كل وحدة حجم في فضاء الطور تحتوي على العدد 

0 
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 وعلية فان جزء من فضاء الطور يحتوي على عدد من حالات الطاقة تعطى بالعلاقة التالية. 

𝑑Γ ⟹ 𝐵𝑑Γ 

𝑔𝑠 = 𝐵(𝑑Γ)𝑆                                                                                                                  (37) 

∆Γ = ∫(𝑑Γ)𝑠 = ∫ ∫ ∫ 𝑑𝑝𝑥𝑑𝑝𝑦𝑑𝑝𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
...

𝑧

..

𝑦

.

𝑥

                                                     (38)   

 

 قط للفضاء العادي  التكامل ف

∆Γ𝑠 = 𝑑𝑝𝑥𝑑𝑝𝑦𝑑𝑝𝑧 ∗ 𝑉  

الان   الزخم. ان الغاز يتحرك في حجم ثابت والذي هو جزء من فضاء الطور والجزء الاخر يمثل فظاء  أي

 الكروية.  بالإحداثيات الزخم في  يمكن كتابة التغير

𝑑𝑉 = 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = 4𝜋𝑟2𝑑𝑟 

∆Γ𝑠 = 4𝜋𝑝2𝑑𝑝 ∗ 𝑉                                                                                                        (39) 

𝑔𝑠 = 4𝜋𝑝2𝑑𝑝 ∗ 𝑉 

𝐸 =
𝑃2

2𝑚
 , 𝑃2 = 2𝑚𝐸  , 𝑃 = √2𝑚𝐸  ⇒ 𝑃 = (2𝑚)

1
2 (𝐸)

1
2 

𝑔𝑠 = 4𝜋2𝑚𝐸(2𝑚)
1

2
1

2
(𝐸)−

1

2𝑑𝐸. 𝑉𝐵  

𝑔𝑠 = 2𝜋(2𝑚)
3

2𝐸
1

2𝑑𝐸. 𝑉𝐵                                                                                               (40)  

 ( فنحصل على التكامل التالي 36ض هذه النتيجة في المعادلة رقم )نعو

𝐸̅ =
𝐸𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙

𝑁
=

3

2
𝐾𝑇 =

∫ 2𝜋(2𝑀)
3

2𝐸
3

2𝑒𝛽𝐸𝑑𝐸. 𝑉𝐵
∞

0

∫ 2𝜋(2𝑀)
3

2𝐸
1

2𝑒𝛽𝐸𝑑𝐸. 𝑉𝐵
∞

0

=
∫ 𝐸

3

2𝑒𝛽𝐸𝑑𝐸
∞

0

∫ 𝐸
1

2𝑒𝛽𝐸𝑑𝐸
∞

0

          (41) 

 

للوحدات من قيمه دنيا الى قيمه عليا هي   المتوفرة )لان الطاقات  اللانهاية هذا التكامل الذي حدوده مقربة الى 

 لذلك سوف نفترض ، ( وان هذا التكامل من نوع كامااللانهاية

𝑋 =
𝐸

𝐾𝑇
    , 𝐸 = 𝑋(𝐾𝑇)        , 𝑑𝐸 = 𝑑𝑋(𝐾𝑇) 

 أعلاه نعوض هذه المتغيرات في التكامل 
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∫ 𝐸
3
2𝑒𝛽𝐸𝑑𝐸

∞

0

= ∫ 𝑒−𝑋(𝐾𝑇)
3
2 ∗ 𝑋

3
2 ∗ 𝐾𝑇𝑑𝑥 = (𝐾𝑇)

5
2

∞

0

Γ (
5

2
) = (𝐾𝑇)

5
2 ∗

3

2
∗

1

2
√𝜋

= (𝐾𝑇)
5
2

3

4
√𝜋 

 ( 41ريقة نحسب المقام ونعوضها في المعادلة رقم )طوبنفس ال 

𝐸̅ =
𝐸𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙

𝑁
=

3

2
𝐾𝑇 =

(𝐾𝑇)
5

2
3

4
√𝜋

(𝐾𝑇)
3

2
1

2
√𝜋

=
3

2
𝐾𝑇 = −

3

2𝛽
 

𝟑

𝟐
𝑲𝑻 = −

𝟑

𝟐

𝟏

𝜷
 

 (𝛼 )   حساب -5

 𝛼بولتزمان  يمكن حساب مضروب لانكراج    - من دالة التوزيع لماكسويل

𝑛𝑠 = 𝑔𝑠𝑒𝛼−
𝜖𝑆
𝐾𝑇 

∑ 𝑛𝑠 = ∑ 𝑔𝑠𝑒𝛼−
𝜖𝑆
𝐾𝑇 = 𝑒𝛼 ∑ 𝑔𝑠𝑒−

𝜖𝑆
𝐾𝑇

𝑠𝑠

 

𝑁 = 𝑒𝛼 ∑ 𝑔𝑠𝑒−
𝜖𝑆
𝐾𝑇

𝑠

 

∴ 𝑒𝛼 =
𝑁

∑ 𝑔𝑠𝑒
−

𝜖𝑆
𝐾𝑇𝑠

                                                                                                               (42)  

𝑔𝑠 = 2𝜋(2𝑚)
3
2𝜖

1
2𝑑𝜖. 𝑉𝐵 

𝑒𝛼 =
𝑁

∫ 2𝜋(2𝑚)
3
2𝜖

1
2𝑑𝐸. 𝑉𝐵𝑒−

𝜖𝑆
𝐾𝑇

 

∫ 𝜖
1
2𝑒𝛽𝜖𝑑𝐸

∞

0

= (𝐾𝑇)
3
2

1

2
√𝜋 = (−𝛽)−

3
2

√𝜋

2
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𝑒𝛼 =
𝑁

2𝜋(2𝑚)
3
2. 𝑉𝐵(𝐾𝑇)

3
2 

√𝜋
2

 

𝑒𝛼 =
𝑁

(2𝜋𝐾𝑇𝑚)
3
2. 𝑉𝐵

                                                                                                    (43) 

 

𝛼 = log
𝑁

(2𝜋𝐾𝑇𝑚)
3
2. 𝑉𝐵

                                                                                             (44) 

 بولتزمان بالصيغة التفاضلية   - الان يمكن كتابة معادلة ماكسويل

𝑛𝑠 = 𝑔𝑠𝑒𝛼−
𝜖𝑆
𝐾𝑇 

𝑑𝑛𝑠 = 𝐵𝑑Γ𝑒𝛼+𝛽𝜖𝑠  

𝑛𝜖(𝜖)𝑑𝜖 = 𝑒𝛼+𝛽𝜖𝑠2𝜋(2𝑚)
3
2𝜖

1
2𝑑𝜖. 𝑉𝐵                                                                         (45) 

 سوف نحصل على  𝛽و   𝑒𝛼نعوض قيمتي  

𝑛𝜖(𝜖)𝑑𝜖 =
𝑁

(2𝜋𝐾𝑇𝑚)
3
2. 𝑉𝐵

∗ 2𝜋(2𝑚)
3
2𝜖

1
2𝑒𝛽𝜖𝑠𝑑𝜖. 𝑉𝐵  

 

𝑛𝜖(𝜖)𝑑𝜖 =
2𝜋𝑁

(𝜋𝐾𝑇)
3
2

∗ 𝑒−
𝐸

𝐾𝑇𝜖
1
2𝑑𝜖                                                                               (46) 

 

 E+dEو  Eالقيمةيقع بين  تمثل عدد وحدات النظام التي تشغل شريحة الطاقة التي مداها 𝑛(𝜖)𝑑𝜖حيث ان 

 

 بولتزمان  -ماكسويل  إحصاءتطبيقات  -6

 والأنظمة حساب معدل الصفات   -1

,𝐹(𝑋نعرف دالة الاحتمال    والأنظمة لحساب معدل صفات الوحدات  𝑃) . 

 مستمرة في الفضاء  الوحدات في النظام تكون في حالة عشوائية 
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,𝐹(𝑋الدالة  𝑃)   هي احتمالية ايجاد نقطة التي تمثل حالة وحده ضمن حجم فضاء الطور𝑑Γ    

𝐹(𝑋, 𝑃)𝑑Γ =
𝑑𝑛

𝑁
                                                                                                             (47)  

0𝐹(𝑋, 𝑃)𝑑Γ =
𝐵𝑑Γ𝑒𝛼+𝛽𝐸𝑠

𝑁
                                                                                             (48) 

 

Ρ                             اثبت ان   مثال / = ∏ 𝐹𝑖
𝑁
𝑖 = (

𝑒𝛼𝛽

𝑁
)𝑁𝑒−𝜖

𝐾𝑇⁄ 

𝐹𝑑Γ =
𝑑𝑛

𝑁
 

𝑑𝑛

𝑁
=

𝐵𝑑Γ𝑒𝛼+𝛽𝜖𝑠

𝑁
 

Ρ = ∏ 𝐹𝑖

𝑁

𝑖

= 𝐹1𝐹2𝐹3 … … … 𝐹𝑁 

Ρ𝑑Γ6𝑁 =
𝛽𝑑Γ1

𝑁
𝑒𝛼 . 𝑒𝛽𝜖1 ∗

𝛽𝑑Γ2

𝑁
𝑒𝛼 . 𝑒𝛽𝜖2 ∗

𝛽𝑑Γ3

𝑁
𝑒𝛼 . 𝑒𝛽𝜖3 

𝑒𝛼 . 𝑒𝛼 . 𝑒𝛼 … … … . . = (𝑒𝛼)𝑁 

(
𝛽

 𝑁
) . (

𝛽

 𝑁
) . (

𝛽

 𝑁
) … … … . = (

𝛽

 𝑁
)

𝑁

 

Ρ = (
𝑒𝛼𝛽

𝑁
)𝑁𝑒−𝜖

𝐾𝑇⁄  

 

   

   

3P 

3X 
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  و( هYالصفة  الوحدات( مثلالحساب معدل صفة من صفات 

𝑌 =
∫ 𝑌(𝑋, 𝑃)

.

Γ
𝐹(𝑋, 𝑃)𝑑Γ

∫ 𝐹(𝑋, 𝑃)𝑑Γ
.

Γ

=
∑ 𝑌𝑖𝑖

∑
𝐹𝑖
.𝑖

                                                                             (49) 

 في المعادلة  Fنعوض عن قيمة

𝐹(𝑋, 𝑃)𝑑Γ =
𝑑𝑛

𝑁
 

𝐹(𝑋, 𝑃) =
𝐵𝑒𝛼+𝛽𝜖𝑠𝑑Γ

𝑁
 

𝑌 =
∫ 𝑌(𝑋, 𝑃)

𝐵
𝑁

𝑒𝛼 . 𝑒𝛽𝜖𝑠
.

Γ
𝑑Γ

∫
𝐵
𝑁

𝑒𝛼 . 𝑒𝛽𝜖𝑠𝑑Γ
.

Γ

=
∫ 𝑌(𝑋, 𝑃). 𝑒−

𝜖𝑠
𝐾𝑇

.

Γ
𝑑Γ

∫ 𝑒−
𝜖𝑠
𝐾𝑇𝑑Γ

.

Γ

 

 

 إيجاد صفات الغاز المثالي -2

 بولتزمان –من معادلة توزيع ماكسويل 

𝑛𝑠 = 𝑔𝑠𝑒𝛼+𝛽𝜖𝑆  

𝑑𝑛𝑠 = 𝐵𝑑Γ𝑒𝛼+𝛽𝜖𝑠  

 بدلالة الزخم والطاقة والسرعة    dnسوف نكتب 

𝑑𝑛 = 𝑛𝑝(𝑝)𝑑𝑝  ,                   𝑑𝑛 = 𝑛𝜖(𝜖)𝑑𝜖  ,              𝑑𝑛 = 𝑛𝑣(𝑣)𝑑𝑣                              

𝑝 = 𝑝 + 𝑑𝑝 ,                           𝐸 = 𝐸 + 𝑑𝐸     ,            𝑉 = 𝑉 + 𝑑𝑉                    
 

 الان يمكن استخراج العلاقات التالية 

1- 𝑑𝑛 = 𝑛𝑝(𝑝)𝑑𝑝 =
4𝜋𝑁

(2𝜋𝑚𝐾𝑇)
3
2

𝑒
−𝑃2

2𝑚𝐾𝑇 𝑝2𝑑𝑝                                                                 (50) 

 

2- 𝑛𝑣(𝑣)𝑑𝑣 = 4𝜋𝑁(
𝑚

2𝜋𝑘
)

3

2𝑒−
𝑚𝑣2

2𝑘𝑇 𝑣2𝑑𝑉                                                                          (51) 

                           

3-𝑛𝜖(𝜖)𝑑𝜖 =
2𝜋𝑁

(𝜋𝐾𝑇)
3
2

∗ 𝑒−
𝜖

𝐾𝑇𝜖
1

2𝑑𝜖                                                                                   (52) 
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1 − 𝑛𝑝(𝑝)𝑑𝑝 = 4𝜋𝑝2𝑑𝑝 ∗ 𝑉𝐵  
𝑁

(2𝜋𝐾𝑇𝑚)
3
2. 𝑉𝐵

  𝑒  
−𝑃2

 2𝑚 𝐾𝑇 

 

 

𝑛𝑝(𝑝)𝑑𝑝 =     𝑒  
−𝑃2

 2𝑚 𝐾𝑇𝑝2𝑑𝑝 

 نكتب هذه المعادلة بدلالة السرعة  

𝑝 = 𝑚𝑣  , 𝑝2 = 𝑚2𝑣2, 𝑑𝑝 = 𝑚𝑑𝑣 

𝑛𝑣(𝑣)𝑑𝑣 =
4𝜋𝑁

(2𝜋𝐾𝑇𝑚)
3
2

𝑒−
𝑚𝑣2

2𝑘𝑇 𝑚2𝑣2. 𝑚𝑑𝑉 =
4𝜋𝑁

(2𝜋𝐾𝑇𝑚)
3
2

𝑚3 𝑒−
𝑚𝑣2

2𝑘𝑇  𝑣2𝑑𝑉 

∴ 𝑛𝑣(𝑣)𝑑𝑣 = 4𝜋𝑁(
𝑚

2𝜋𝑘𝑇
)

3
2𝑒−

𝑚𝑣2

2𝑘𝑇 𝑣2𝑑𝑉 

   وكما يليالاسطوانية لان نحول الاحداثيات الكروية الى الاحداثيات ا

4𝜋𝑣2𝑑𝑉 = 𝑑𝑣𝑥 𝑑𝑣𝑦 𝑑𝑣𝑧 

 فتصبح المعادلة أعلاه 

𝑛𝑣(𝑣)𝑑𝑣 = 𝑁(
𝑚

2𝜋𝑘𝑇
)

3
2𝑒−

𝑚(𝑣𝑥
2𝑣𝑦

2𝑣𝑧
2)

2𝑘𝑇 𝑑𝑣𝑥 𝑑𝑣𝑦 𝑑𝑣𝑧 

 نكتب هذا المقدار بدلالة مركبات السرعة وكما يلي  

𝑛𝑣(𝑣)𝑑𝑣 = 𝑛3(𝑣𝑥𝑣𝑦𝑣𝑧)𝑑𝑣𝑥𝑑𝑣𝑦𝑑𝑣𝑧 

في  Xكتبت بصيغة مركبات السرعة لسبب انه كم وحدة بالنظام تمتلك مركبة سرعة في لحظة معينة باتجاه  

𝑣𝑋مدى   → 𝑣𝑥 + 𝑑𝑣𝑥 

 (  50رقم )من المعادلة   𝑛(𝑣𝑥)𝑑𝑣𝑥يمكن إيجاد عدد الوحدات  

𝑛3(𝑣𝑥𝑣𝑦𝑣𝑧)𝑑𝑣𝑥𝑑𝑣𝑦𝑑𝑣𝑧 = 𝑁(
𝑚

2𝜋𝑘𝑇
)

3
2𝑒−

𝑚(𝑣𝑥
2𝑣𝑦

2𝑣𝑧
2)

2𝑘𝑇 𝑑𝑣𝑥 𝑑𝑣𝑦 𝑑𝑣𝑧                      (53) 

 ونجعل الاخرين قيم معلومة فنستخدم التكامل   أحدهمانثبت  وأردنا ان (x,y,z)كان لدينا ثلاث متغيرات  إذا

  

g 

𝑒𝛼 
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∫ ∫ 𝑛3(𝑣𝑥𝑣𝑦𝑣𝑧)𝑑𝑣𝑥𝑑𝑣𝑦𝑑𝑣𝑧 = 𝑛(𝑣𝑥)𝑑𝑣𝑥

∞

𝑣𝑧=−∞

∞

𝑣𝑦=−∞

 

0السرعة تأخذ القيم من   → ∞−  بينما مركبات السرعة تأخذ القيم  من∞ →  لانها قيم عددية. ∞

𝑛(𝑣𝑥)𝑑𝑣𝑥 =  𝑁(
𝑚

2𝜋𝑘𝑇
)

3
2 ∫ 𝑒−

𝑚𝑣𝑦
2

2𝑘𝑇 𝑑𝑣𝑦

∞

−∞

∫ 𝑒−
𝑚𝑣𝑍

2

2𝑘𝑇 𝑑𝑣𝑍 𝑒
−

𝑚𝑣𝑋
2

2𝑘𝑇 𝑑𝑣𝑥.

∞

−∞

 

∫ 𝑒−𝑎𝑥2
𝑑𝑣𝑥 = √

𝜋

𝑎

∞

−∞

  ⟹
𝜋

𝑎
= 𝑎 = −

𝑚

2𝑘𝑇
 

𝑛(𝑣𝑥)𝑑𝑣𝑥 =  𝑁(
𝑚

2𝜋𝑘𝑇
)

3
2    

𝜋2𝑘𝑇

𝑚
  𝑒−

𝑚𝑣𝑋
2

2𝑘𝑇 𝑑𝑣𝑥 

𝑛(𝑣𝑥)𝑑𝑣𝑥 =  𝑁(
𝑚

2𝜋𝑘𝑇
)

1

2     𝑒−
𝑚𝑣𝑋

2

2𝑘𝑇 𝑑𝑣𝑥                                                                           (54)  

𝐹(𝑉𝑥)𝑑𝑣𝑥 =
𝑛(𝑣𝑥)𝑑𝑣𝑥

𝑁
 

𝐹3(𝑣𝑥𝑣𝑦𝑣𝑧) =
𝑛3(𝑣𝑥, 𝑣𝑦 , 𝑣𝑧)

𝑁
 

𝐹(𝑉𝑥) =
𝑛(𝑣𝑥)

𝑁
 

𝐹𝑃(𝑃) =
𝑛𝑃(𝑃)

𝑁
 

 حسب التعريف التالي   Vنحسب معدل السرعة -1

𝑌̅ = ∫ 𝑌𝐹𝑑Γ                                                                                                                 (55) 

𝑉̿ = ∫ 𝑉𝐹𝑉(𝑉)𝑑𝑉 

𝑛𝑣(𝑣)𝑑𝑣 = 4𝜋𝑁(
𝑚

2𝜋𝑘𝑇
)

3
2𝑒−

𝑚𝑣2

2𝑘𝑇 𝑣2𝑑𝑉 ÷ 𝑁 
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𝐹𝑉(𝑉)𝑑𝑉 =
𝑛𝑣(𝑣)𝑑𝑣

𝑁
= 4𝜋(

𝑚

2𝜋𝑘𝑇
)

3

2𝑒−
𝑚𝑣2

2𝑘𝑇 𝑣2𝑑𝑉                                                           (56)   

𝑉̿ = ∫ 𝑣4𝜋(
𝑚

2𝜋𝑘𝑇
)

3
2𝑒−

𝑚𝑣2

2𝑘𝑇 𝑣2𝑑𝑉

∞

0

 

𝑉̿ = 4𝜋(
𝑚

2𝜋𝑘𝑇
)

3
2 ∫ 𝑉3𝑒−

𝑚𝑣2

2𝑘𝑇 𝑑𝑉

∞

0

 

 

 الذي يحل بالطريقة التالية  هذا التكامل من نوع كاما

∫ 𝑋𝑛

∞

0

𝑒−𝑎𝑥2
𝑑𝑥 =

1

2(𝛼)
𝑛+1

2

Γ(
𝑛 + 1

2
) 

∫ 𝑉3𝑒−
𝑚𝑣2

2𝑘𝑇 𝑑𝑉

∞

0

=
1

2(𝛼)
3+1

2

Γ (
3 + 1

2
) =

1

2(𝛼)2
Γ(2) =

1

2(𝛼)2
   

𝛼 =
𝑚

2𝑘𝑇
 , 𝛼2 =

𝑚2

4𝐾2𝑇2
 

 

 

𝑉̅ = 4𝜋(
𝑚

2𝜋𝑘𝑇
)

3
2 ∗

4𝐾2𝑇2

2𝑚2
 

𝑉̅ =
16𝜋

2

𝐾2𝑇2

𝑚2
(

𝑚

2𝜋𝑘𝑇
)

1
2 ∗ (

𝑚

2𝜋𝑘𝑇
) 

𝑉̅ = 4
𝐾𝑇

𝑚
(

𝑚

2𝜋𝑘𝑇
)

1

2 = 4 (
𝐾𝑇

𝑚
)

1

2
(

𝐾𝑇

𝑚
)

1

2
(

𝑚

2𝜋𝑘𝑇
)

1

2 = 2√2 (
𝐾𝑇

𝜋𝑚
)

1

2
=    √

8𝑘𝑇

𝜋𝑚
                    (57)     

 

 

   𝑽𝟐̅̅̅̅حساب معدل مربع السرعة  -2

𝑉̅ = ∫ 𝑉2𝐹𝑉(𝑉)𝑑𝑉 

Γ(1) = 1 

Γ(2) = Γ(1) = 1 ∗ 0! = 1 

Γ(3) = 2Γ(2) = 2 ∗ 1 ∗ 0! = 2! 

Γ(4) = 3Γ(3) = 3! 
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𝑉̿ = ∫ 𝑣24𝜋(
𝑚

2𝜋𝑘𝑇
)

3
2𝑒−

𝑚𝑣2

2𝑘𝑇 𝑣2𝑑𝑉 = 4𝜋(
𝑚

2𝜋𝑘𝑇
)

3
2

∞

0

∫ 𝑉4𝑒−𝑎𝑣2
𝑑𝑣 =

1

2(𝛼)
5
2

Γ (
5

2
)

∞

0

 

 

 

 

 

 

4𝜋 (
𝑚

2𝜋𝑘𝑇
)

3
2

∗
1

2
(

2𝑘𝑇

𝑚
)

5
2

∗
3

4
√𝜋 = 4𝜋 (

𝑚

2𝜋𝑘𝑇
)

3
2

∗
1

2
(

2𝑘𝑇

𝑚
)

3
2

∗
2𝑘𝑇

𝑚

3

4
√𝜋 

4𝜋 ∗
𝑘𝑇

𝑚

3

4
√𝜋 ∗

1

𝜋

1

√𝜋
=

3𝐾𝑇

𝑚
 

∴ √𝑉2̅̅̅̅ = √
3𝐾𝑇

𝑚
                                                                                                                (58)  

 

 𝑽𝒎حساب السرعة الأكثر احتمالا   -3 

 الفضاء.نقصد بالسرعة الأكثر احتمالا السرعة العادية التي تتحرك بها الجزيئات داخل 

𝐹𝑉(𝑉)𝑑𝑉 = 4𝜋(
𝑚

2𝜋𝑘𝑇
)

3

2𝑒−
𝑚𝑣2

2𝑘𝑇 𝑣2𝑑𝑉   

 نفاضل المعادلة ونجعل التفاضل مساويا للصفر  

𝑑𝐹𝑉(𝑉)𝑑𝑉 = 4𝜋(
𝑚

2𝜋𝑘𝑇
)

3
2𝑒−

𝑚𝑣2

2𝑘𝑇 2𝑣 − 𝑉2
2𝑚𝑉

2𝑘𝑇
𝑒−

𝑚𝑣2

2𝑘𝑇 𝑑𝑉 

𝑑𝐹𝑉(𝑉)

𝑑𝑉
= 4𝜋 (

𝑚

2𝜋𝑘𝑇
)

3
2

𝑒−
𝑚𝑣2

2𝑘𝑇 (2𝑉 −
𝑉3𝑚

𝐾𝑇
) 

(  
𝑑𝐹𝑉(𝑉)

𝑑𝑉
 )

𝑀𝑎𝑥

 𝑊ℎ𝑒𝑟𝑒  
𝑑𝐹(𝑉)

𝑑𝑉
= 0  

(2𝑉 −
𝑉3𝑚

𝐾𝑇
) = 0 ⟹ 𝑉 (2 −

𝑉2𝑚

𝐾𝑇
) = 0 ⟹

𝑉2𝑚

𝐾𝑇
= 2 

Γ (
1

2
) = √𝜋 

Γ (
3

2
) =

1

2
√𝜋 

Γ (
5

2
) =

3

2

1

2
√𝜋 
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∴  𝑉2 =
2𝐾𝑇

𝑚
⟹    𝑉𝑚 = √

2𝐾𝑇

𝑚
                                                                                    (59)  

 

 مبدا التوزيع المتساوي للطاقة -3

فان معدل الطاقة  )احداثيات فضاء الطور( بشكل مربعات الاحداثيات  الوحدةاذا امكن ان نعبر عن طاقة 

المصاحبة لكل احداثي مربع هو  
1

2
𝐾𝑇 

ϵ                                           ان معدل طاقة وحدة النظام المثالي هي -1 =
𝑝2

2𝑚
=

𝑝𝑥
2

2𝑚
+

𝑝𝑦
2

2𝑚
+

𝑝𝑥
2

2𝑚
 

ϵهو    لكل احداثيتكون الطاقة المصاحبة التوزيع المتساوي للطاقة   مبدأاذن حسب  =
1

2
𝐾𝑇 

𝜖̅ =
1

2
𝐾𝑇 +

1

2
𝐾𝑇 +

1

2
𝐾𝑇 =

3

2
𝐾𝑇 

 لنظام يتكون من متذبذبات بسيطة مستقلة كل منها يتذبذب بثلاثة ابعاد فان طاقة المتذبذب الواحد هي -2

𝜖 =
1

2
𝑚𝑣𝑥

2 +
1

2
𝑚𝑣𝑦

2 +
1

2
𝑚𝑣𝑧

2 +
1

2
𝜇𝑥2 +

1

2
𝜇𝑦2 +

1

2
𝜇𝑧2 

ϵحسب التوزيع المتساوي للطاقة فان              = 6 ×
1

2
𝐾𝑇 =

3

2
𝐾𝑇 

𝜖̅هو   (X)نبرهن على ان معدل الطاقة المصاحبة لحركة وحدة نظام مثالي مقيده باتجاه  -3 =
1

2
𝐾𝑇 

𝑌 =
∫ 𝑌(𝑋, 𝑃)

.

Γ
𝐹(𝑋, 𝑃)𝑑Γ

∫ 𝐹(𝑋, 𝑃)𝑑Γ
.

Γ

            ,       𝐹(𝑋, 𝑃)𝑑Γ =
𝑑𝑛

𝑁
 

 المعادلة في  Fنعوض عن قيمة   

𝐹(𝑋, 𝑃)𝑑Γ =
𝑑𝑛

𝑁
 

𝑌 =
∫ 𝑌(𝑋, 𝑃)

𝑑𝑛
𝑁

.

Γ
𝑑Γ

∫
𝑑𝑛
𝑁

𝑑Γ
.

Γ

=
∫ 𝑌(𝑋, 𝑃). 𝑒−

𝐸𝑠
𝐾𝑇

.

Γ
𝑑Γ

∫ 𝑒−
𝐸𝑠
𝐾𝑇𝑑Γ

.

Γ
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𝜖𝑥̅ = (
𝑝𝑥

2̅̅̅̅

2𝑚
) =

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
𝑝𝑥

2

2𝑚
𝑒

−
𝑝𝑥

2+𝑝𝑦
2 +𝑝𝑧

2

2𝑚𝐾𝑇 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧𝑑𝑝𝑥 𝑑𝑝𝑦𝑑𝑝𝑧

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ 𝑒
−

𝑝𝑥
2+𝑝𝑦

2 +𝑝𝑧
2

2𝑚𝐾𝑇 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧𝑑𝑝𝑥 𝑑𝑝𝑦𝑑𝑝𝑧

                                                 (60)  

   واحد هومتماثلة فنحذفها ويبقى   تكاملات خمس ةنحصل من هذا المقدار على ست

𝜖𝑥̅ = (
𝑝𝑥

2̅̅ ̅

2𝑚
) =

∫
𝑝𝑥

2

2𝑚
𝑒−

𝑝𝑥
2

2𝑚𝐾𝑇𝑑𝑝𝑥
∞

−∞

∫ 𝑒−
𝑝𝑥

2

2𝑚𝐾𝑇𝑑𝑝𝑥
∞

−∞

                                                                             (61) 

 هذا التكامل من نوع كاما يمكن كتابته بالصيغة التالية  

𝜖𝑥̅ =

1
2𝑚 ∫ 𝑝𝑥

2𝑒−𝑎𝑝2
𝑑𝑝𝑥

∞

−∞

∫ 𝑒−𝑎𝑝2
𝑑𝑝𝑥

∞

−∞

 

1

2𝑚
∫ 𝑝𝑥

2𝑒−𝑎𝑝2
𝑑𝑝𝑥

∞

−∞

=
1

2(𝛼)
𝑛+1

2

Γ (
𝑛 + 1

2
) =

1

2(𝛼)
3
2

Γ (
3

2
) =

1

2(
1

2𝑚𝑘𝑇
)

3
2

∗
√𝜋

2
 

∫ 𝑒−𝑎𝑝2
𝑑𝑝𝑥

∞

−∞

=
1

2𝛼
1
2

√𝜋 =
1

2(
1

2𝑚𝑘𝑇
)

1
2

√𝜋 

 ( فنحصل على 61) نعوض المقدارين في المعادلة

𝜖𝑥̅ =
(2𝑚𝑘𝑇)

3
2√𝜋

8𝑚
∗

2

(2𝑚𝑘𝑇)
3
2√𝜋

=
1

2
𝐾𝑇 

 

 ( (Z  دالة التجزئة -5

 التجزئة دالة  قيمكن اشتقا  زمانتبول  –ماكسويل   لإحصاءمن احتمالية التوزيع  

𝑊 = 𝑁𝑖 ∏(
𝑔𝑠

𝑛𝑠

𝑛𝑠!

𝑠

1

) 

log 𝑊 = 𝑁log 𝑁 − 𝑁 + ∑ 𝑛𝑠 log 𝑔𝑠 − ∑ 𝑛𝑠
𝑠

log 𝑛𝑠
𝑠

+ ∑ 𝑛𝑠
𝑠

 

log 𝑊 = 𝑁log 𝑁 + ∑ 𝑛𝑠(log 𝑔𝑠 − log 𝑛𝑠)
𝑠
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log 𝑊 = 𝑁log 𝑁 + ∑ 𝑛𝑠 log
𝑔𝑠

𝑛𝑠
𝑠                                                                                     (62)  

𝑛𝑠 = 𝑔𝑠𝑒(𝛼+𝛽𝜖𝑠) ↔
𝑛𝑠

𝑔𝑠
= 𝑒(𝛼+𝛽𝜖𝑠) ↔

𝑔𝑠

𝑛𝑠
= 𝑒−(𝛼+𝛽𝜖𝑠) 

log 𝑊 = 𝑁log 𝑁 + ∑ 𝑛𝑠 log 𝑒−(𝛼+𝛽𝐸𝑠)

𝑠
= 𝑁log 𝑁 + ∑ 𝑛𝑠(−𝛼 − 𝛽𝜖𝑠)

𝑠
 

log 𝑊 = 𝑁log 𝑁 − 𝛼 ∑ 𝑛𝑠 − 𝛽 ∑ 𝑛𝑠 𝜖𝑠
𝑠

 

log 𝑊 = 𝑁log 𝑁 − 𝛼𝑁 − 𝛽𝜖                                                                                         (63) 

𝑒𝛼 = 𝐴  ⇛  𝛼 = log 𝐴 

log 𝑊 = 𝑁log 𝑁 − 𝑁 log 𝐴 − 𝛽𝜖 

log 𝑊 = 𝑁log
𝑁

𝐴
− 𝛽𝜖       

∴ 𝑍 =
𝑁

𝐴
 ↔ 𝑍 =

∑ 𝑛𝑠𝑠

𝐴
=

∑ 𝑔𝑠𝑒𝛼+𝛽𝜖𝑠
𝑠

𝑒𝛼
= ∑ 𝑔𝑠𝑒𝛽𝜖𝑠

𝑠

 

𝑍 = ∑ 𝑔𝑠𝑒−
𝜖𝑠
𝐾𝑇

𝑠

                                                                                                                (64) 

 المستخدم في الحسابات  Zتعريف  
 

 مع الانتروبي     Zربط الدالة -6

log 𝑊 = 𝑁log 𝑍 − 𝛽𝜖                                                                                                    (65)  

𝑆 = 𝐾 ln Ω           ,   Ω ↔ W 

   فنحصل على  Kفي   (65)نضرب المعادلة 

𝐾log 𝑊 = 𝐾𝑁log 𝑍 +
𝐾𝜖

𝐾𝑇
 

𝑆 = 𝐾𝑁log 𝑍 +
𝜖

𝑇
                                                                                                             (66)  

 Zاول علاقة ثرموديناميكية بدلالة وهي 

  Zبدلالة  الحرةإيجاد الطاقة -7

 من القانون الأول في الثرموداينمك
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𝑑𝐸 = 𝑑𝑄 − 𝑑𝑊      ,
𝑑𝑄

𝑇
= 𝑑𝑆 

 يجمع القانونين الأول والثاني في الثرموداينمك  ينكتب القانون الموحد الذ 

𝑑𝐸 = 𝑇𝑑𝑠 − 𝑝𝑑𝑣 

𝐹 = 𝑈 − 𝑇𝑆 = 𝐸 − 𝑇𝑆 

𝐹 = 𝐸 − 𝑇 {𝐾𝑁log 𝑍 +
𝐸

𝑇
 }    

𝐹 = −𝑇 𝐾𝑁log 𝑍                                                                                                          (67) 

  Zحساب الطاقة الداخلية بدلالة  -8

𝐸̅ =
𝐸

𝑁
=

∑ 𝑛𝑠𝜖𝑆𝑆

∑ 𝑛𝑠𝑆
=

∑ 𝑔𝑠𝜖𝑆𝑒𝛼+𝛽𝜖
𝑠

∑ 𝑔𝑠𝑒𝛼+𝛽𝜖
𝑆

=
∑ 𝑔𝑠𝜖𝑆𝑒𝛽𝜖

𝑠

∑ 𝑔𝑠𝑒𝛽𝜖
𝑆

=
∑ 𝑔𝑠𝜖𝑆𝑒𝛽𝜖

𝑠

𝑍
 

𝑍 = ∑ 𝑔𝑠𝑒−
𝜖𝑠
𝐾𝑇

𝑠

 

𝑑𝑍

𝑑𝑇
= ∑ 𝑔𝑠𝑒−

𝜖𝑠
𝐾𝑇𝑠 (+

𝜖𝑆

𝐾

1

𝑇2) =
1

𝐾𝑇2
∑ 𝑔𝑠𝜖𝑆𝑒−

𝜖𝑠
𝐾𝑇𝑠                                                (68)  

   فنحصل على KT 2( في  (68نضرب المعادلة 

KT2 𝑑𝑍

𝑑𝑇
= ∑ 𝑔𝑠𝐸𝑆𝑒−

𝜖𝑠
𝐾𝑇𝑠                                                                                           (69)  

𝐸̅ =
KT2 𝑑𝑍

𝑑𝑇
𝑍

     

    
1

𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑦
=

𝑑 log 𝑥

𝑑𝑦
→ 𝑑 log 𝑥 =

𝑑𝑥

𝑥
 

𝐸̅ = KT2 (
𝑑 log 𝑍

𝑑𝑇
)

𝑉
                                                                                                  (70)  

 هذه المعادلة تمثل معدل الطاقة لوحده واحده 

𝐸 = 𝑁𝐸̅ =  NKT2 (
𝑑 log 𝑍

𝑑𝑇
)

𝑉
                                                                                     (71) 

 Zالداخلية بدلالة   الطاقةهذه المعادلة تمثل الطاقة الكلية او 

 Zطريقة أخرى لحساب 
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𝑍 = ∑ 𝑔𝑠𝑒−
𝜖𝑠
𝐾𝑇

𝑠

 

   اللانهايةوتبدأ من الصفر الى   مستمرةطاقة النظام الكلاسيكي تكون 

𝑍 = ∫ 2𝜋(2𝑚)
3
2𝜖

1
2 𝑉𝐵𝑒−

𝜖
𝐾𝑇𝑑𝜖

∞

0

 

𝑍 = 2𝜋(2𝑚)
3
2𝑉𝐵 ∫ 𝜖

1
2 𝑒−

𝜖
𝐾𝑇𝑑𝐸

∞

0

= 2𝜋(2𝑚)
3
2𝑉𝐵 ∗ (𝐾𝑇)

3
2

√𝜋

2
 

 

𝑍 = (2𝜋𝑚𝐾𝑇)
3

2𝑉𝐵                                                                                                           (72)  
 

 مكونات دالة التجزئة -9

𝑍 = ∑ 𝑔𝑠𝑒−
𝜖𝑠
𝐾𝑇

𝑠

    , 𝑔𝑠 = 1 

يمكن كتابة    والدورانية وعليهمختلفة مثلا الحركية والاهتزازية   بأشكالللوحدات  المتوفرةكانت الطاقة  إذا

 من شكل واحد  لأكثرالطاقة 

𝐸𝑇 = 𝐸1ℓ + 𝐸2𝑗 + 𝐸3Μ 

  ℓ, 𝑗, Μ  تمثل مستويات الطاقة او الرقم الكمي 

𝑍 = ∑ 𝑔𝑠𝑒−
(𝐸1ℓ+𝐸2𝑗+𝐸2Μ)

𝐾𝑇 = ∑ 𝑔𝑠(𝑒−
(𝐸1ℓ)

𝐾𝑇 ∗ 𝑒
−𝐸2𝑗

𝐾𝑇 ∗ 𝑒
−𝐸3Μ

𝐾𝑇 )

ℓ,𝑗,Μℓ,𝑗,Μ

 

𝑍 = 𝑍1 𝑍2 𝑍3 

 .يعود لشكل من اشكال الطاقة Zكل 

 الحرارة النوعية  -10 

  Fبالرمز   الحريةلدرجة  ، نرمزان مبدأ التوزيع المستمر للطاقة يفيد في حساب الحرارة النوعية للأنظمة

𝐸 = 𝐹
1

2
𝐾𝑇                                                                                                                      (73)  

 Tطاقة غرام واحد من جزيئات الغاز عند درجة حرارة 

𝐸 = 𝑁𝑎𝐹
1

2
𝐾𝑇                                                                                                                  (74)  



 

40 
 

𝐶𝑉 =
1

2
𝑁𝑎𝐾𝐹 

𝐶𝑉 =
1

2
𝑅𝐹                                                                                                                         (75)  

𝐹لغاز احادي الذرات توجد ثلاث مركبات للطاقة الحركية الانتقالية لذلك  -1 = 3 

𝐶𝑉 =
3

2
𝑅                                                                                                                            (76)  

𝐹   ي الذرات هناك خمس درجات حرية )ثلاثة انتقالية + اثنان دورانية(لجزيئات الغاز ثنائ -2 = 5 

𝐶𝑉 =
5

2
𝑅                                                                                                                            (77)  

𝐹لذره او جزيئة في صلب   لجزيئات غاز ثلاثي الذرات او  -3 = 6 

𝐶𝑉 =
6

2
𝑅 = 3𝑅                                                                                                                (78)  

 

 الذرات  احادي المثاليللغاز  -1

𝐶𝑃 − 𝐶𝑉 = 𝑅 → 𝐶𝑃 −
3

2
𝑅 = 𝑅 → 𝐶𝑃 =

5

2
𝑅 

γ =
𝐶𝑃

𝐶𝑉
=

5
2

𝑅

3
2

𝑅
=

5

3
 

 )لنظام مثالي(  لجزيئات الغاز ثنائي الذرات  الحرارة النوعية-2

𝐶𝑉 =
5

2
𝑅 

𝐶𝑃 − 𝐶𝑉 = 𝑅 → 𝐶𝑃 −
5

2
𝑅 = 𝑅 → 𝐶𝑃 =

7

2
𝑅 

γ =
𝐶𝑃

𝐶𝑉
=

7
2

𝑅

5
2

𝑅
=

7

5
 

 او لذرة او جزيئة صلب  الذرةالحرارة النوعية لنظام مثالي ثلاثي -3

𝐶𝑃 − 3𝑅 = 𝑅 → 𝐶𝑃 = 4𝑅 
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γ =
𝐶𝑃

𝐶𝑉
=

4𝑅

3𝑅
=

4

3
 

 مستويات للطاقة وكما يلي   لوحداته أربعةنظام كلاسيكي يتوفر  :مثال

  𝐸4 = 6KT, 𝐸3 = 4𝐾𝑇, 𝐸2 = 2𝐾𝑇, 𝐸1 = 𝐾𝑇  وأرقام الاشغال لهذه المستويات 

 𝑛4 = 1, 𝑛3 = 3, 𝑛2 = 5, 𝑛1 =  . 300kجد السعة الحرارية للنظام بدرجة حرارة  2

 الحل/

𝐸 = ∑ 𝑛𝑠𝐸𝑆

𝑆

= 𝑛1𝐸1 + 𝑛2𝐸2 + 𝑛3𝐸3 + 𝑛4𝐸4 

𝐸 = 2𝐾𝑇 + 10𝐾𝑇 + 12𝐾𝑇 + 6𝐾𝑇 = 30𝐾𝑇 

𝐶𝑉 =
𝑑𝐸

𝑑𝑇
= 30𝐾 
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 الفصل الثالث 

 آينشتاين -إحصاء بوز

)الفوتونات تسمى بوزونات هي جسيمات متماثلة وغير متميزة  أينشتاين -ان الجسيمات التي تتبع إحصاء بوز 

وهي تخضع للميكانيك الكمي لا تتقيد    ℏعزمها او برمها يساوي صفر او عدد صحيح من  او الميزونات( التي

بمبدأ باولي أي بإمكان أي خلية في فضاء الطور ان يشغلها عدد من الجسيمات ويطبق هذا الإحصاء على نظام  

   مثالي معزول . 

  أينشتاين لإحصاء الثرموداينمكية الاحتمالية -1

ولكن     a ,b ,cمثل  متميزةبالرغم من ان البوزونات متماثلة الا انه من المفيد ان نشتق الاحتمالية لجسيمات 

باولي   لمبدأ لا تخضعولكونها  متميزةلكون الجسيمات غير   !𝑁𝑖على مضروب  الناتجةسوف نقسم الاحتمالية 

من  igبوزونات موزعة على  i(N(فرض فلو  أي خلية طور استيعاب أي عدد من الجسيمات. فبإمكانلذلك 

 جدار. i(g-(1خلية بحيث وضع  i gولإيجاد     iعند المستوي iEخلايا الفضاء والتي طاقتها  

من المواقع   i+ gi (N – (1خلية نتصور ان هناك   i gمن البوزونات على      i Nلتوزيع  )iω(لإيجاد عدد المرات  

 الموقع.تقع على خط مستقيم. حيث نضع اما جدار او بوزون على هذا 

 

 ما هو عدد المواقع المشغولة وما هو عدد الجدران. 3ig=و   iN 4=اذا كان لدينا :(1)  مثال

1=6-1)=4+3 – i+ gi (N 

  ig-3 =1- 2=1عدد الجدران 

 

6 5 4 3 2 1 

      
 

 مجموع طرق التوزيع هي: 

ω𝐵.𝐸 =
(𝑁𝑖+𝑔𝑖−1)!

𝑁𝑖!(𝑔𝑖−1)!
                                                                                      (1) 

 

 بين الخلايا.  المستويات وتوزيع الجدران ما  والخلايا علىهذه المعادلة تبين طرق توزيع الجسيمات على الخلايا  



 

43 
 

احسب التوزيعات  2iN=ومن جسيمتين  3ig= )شرائح(على ثلاث خلايا iيحتوي مستوي الطاقة : (2مثال) 

 .الممكنة

ω𝐵.𝐸 =
(𝑁𝑖 + 𝑔𝑖 − 1)!

𝑁𝑖! (𝑔𝑖 − 1)!
=

(2 + 3 − 1)!

2! (2 × 1)!
= 6 

6 5 4 3 2 1 

      

      

      
 

 بدون تحديد عددها في كل خلية. لثلاث خلايا آينشتاين-توزيع بوز
 

𝑔𝑖    ي احسب الاحتمالية لمستوي يحتوي على خلية واحده وغير متحللة. يعن :(3)  مثال = 1 

ω𝐵.𝐸 =
(𝑁𝑖 + 𝑔𝑖 − 1)!

𝑁𝑖! (𝑔𝑖 − 1)!
=

𝑁!

𝑁𝑖! (𝑔𝑖 − 1)!
=

1

0!
= 1 

 

    آينشتاين  -دالة التوزيع بوز اشتقاق -2

ω𝐵.𝐸 = ∏
(𝑛𝑠 + 𝑔𝑠 − 1)!

𝑛𝑠! (𝑔𝑠 − 1)!
𝑠

 

 ان  الان نفترض 

  𝑁 = 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡                    , 𝐸 = 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡            , 𝑤 = 𝑀𝑎𝑥𝑖𝑚𝑢𝑚  

 𝑑𝑁 = 0    ,                          𝑑𝐸 = 0  ,               𝑙𝑜𝑔𝑤 = 𝑀𝑎𝑥   ,     𝑑𝑙𝑜𝑔𝑤 = 0 
 

log 𝑤𝐵.𝐸 = ∑[log((𝑔𝑠 − 1) + 𝑛𝑠)! − log[(𝑔𝑠 − 1)! − log 𝑛𝑠

𝑆

!]                        (2) 

 على   نحصل ستيرلنغ تقريب  وباستعمال

log 𝑤𝐵.𝐸 = ∑[((𝑔𝑠 − 1) + 𝑛𝑠) log((𝑔𝑠 − 1) + 𝑛𝑠) − ((𝑔𝑠 − 1) + 𝑛𝑠) −

𝑆

     

(𝑔𝑠 − 1) log(𝑔𝑠 − 1) + (𝑔𝑠 − 1) − 𝑛𝑠 log 𝑛𝑠 +𝑛𝑠]           (3) 
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log 𝑤𝐵.𝐸 = ∑[(𝑔𝑠 − 1) + 𝑛𝑠) log((𝑔𝑠 − 1) + 𝑛𝑠) − (𝑔𝑠 − 1)log(𝑔𝑠 − 1) − 𝑛𝑠 log 𝑛𝑠]

𝑆

 

d log 𝑤𝐵.𝐸

dn𝑠
=

(𝑔𝑠 − 1) + 𝑛𝑠

(𝑔𝑠 − 1) + 𝑛𝑠
+ log((𝑔𝑠 − 1) + 𝑛𝑠) − 0 − 𝑛𝑠

1

𝑛𝑠
− log 𝑛𝑠 

d log 𝑤𝐵.𝐸

dn𝑠
= 1 + log((𝑔𝑠 − 1) + 𝑛𝑠) − 1 − log 𝑛𝑠 

d log 𝑤𝐵.𝐸

dn𝑠
= log

(𝑔𝑠 − 1) + 𝑛𝑠

𝑛𝑠
                                                                     (4) 

 كبيران   nو   gلان   رلا يؤث 1-نهمل الرقم 

d log 𝑤𝐵.𝐸

dn𝑠
= log

𝑔𝑠 + 𝑛𝑠

𝑛𝑠
                                                                                (5) 

في معادلة مضروبات لانكراج   النتيجةنعوض هذه   

∑ (
d log 𝑤𝐵.𝐸

dn𝑠
+ 𝛼 + 𝛽𝜖) 𝑑𝑛𝑠 = 0𝑠                                                                (6)                           

log
𝑔𝑠+𝑛𝑠

𝑛𝑠
+ 𝛼 + 𝛽𝜖 = 0                                                                            (7)                                  

log
𝑔𝑠 + 𝑛𝑠

𝑛𝑠
= −(𝛼 + 𝛽𝜖) 

𝑔𝑠 + 𝑛𝑠

𝑛𝑠
= 𝑒−(𝛼+𝛽𝜖)                                                                                 (8) 

𝑔𝑠

𝑛𝑠
+ 1 = 𝑒−(𝛼+𝛽𝜖) 

𝑔𝑠

𝑛𝑠
= 𝑒−(𝛼+𝛽𝜖) − 1                                                                                   (9)                          

∴ 𝑛𝑠 =
𝑔𝑠

𝑒−(𝛼+𝛽𝜖)−1
                                                                                   (10)                        

( بصوره أخرى   10يمكن كتابة معادلة )  
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𝛽 = −
1

𝐾𝑇
              , 𝑒𝛼 = 𝐴 

𝑛𝑠 =
𝑔𝑠

1
𝐴

𝑒
𝜖

𝐾𝑇 − 1
                                                                                          (11) 

  نأينشتاي -غاز بوز -3 

ℏ  بما ان جزيئات الغاز الاعتيادي تمتلك زخم  = (
ℎ

2𝜋
 والجزيئات هي البوزونات   >(

𝑛𝑠 =
𝑔𝑠

1

𝐴
𝑒

𝜖
𝐾𝑇−1

                                     

𝑔                                                     وزن شريحة الطاقة التي تشغل حجما مقداره = 𝐵𝑑Γ ⟹
𝑑Γ

ℏ3
 

𝜖للمدى    رحجم فضاء الطو + 𝑑𝜖      يعطى بالمعادلة التالية 

𝑑Γ = 2π(2𝑚)
3

2𝜖
1

2𝑑𝜖𝑉                                                                            (12)                                              

في هذا المدى   المتوفرةعدد حالات الطاقة   

𝑔𝜖𝑑𝜖 =
2π(2𝑚)

3
2𝜖

1
2𝑑𝜖𝑉

ℏ3
                                                                      (13) 

 𝑔𝜖 هذه المعادلة تمثل كثافة الحالات 

𝜖عدد الجزيئات التي تمتلك طاقة مقدارها يقع بين   لذلك فان + 𝑑𝜖    هو 

𝑛𝜖𝑑𝜖 =
2π(2𝑚)

3
2𝜖

1
2𝑑𝜖𝑉

ℏ3 1
𝐴

𝑒
𝜖

𝐾𝑇 − 1
                                                                        (14) 

   نأينشتايتكثف  -4

𝑛𝑠 =
𝑔𝑠

𝑒−(𝛼+𝛽𝐸) − 1
      , 𝐴 = 𝑒𝛼 ⟹ 𝑒−𝛼 =

1

𝐴
 

∫ 𝑛𝜖𝑑𝜖 =
2π(2𝑚)

3
2𝑉𝜖

1
2𝑑𝜖

ℏ3 1
𝐴

𝑒
𝜖

𝐾𝑇 − 1
 

𝑁 = ∫
𝑔𝜖𝑑𝜖

1

𝐴
𝑒

𝜖
𝐾𝑇−1
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 (𝑔𝜖=0)في حالة 

الى مستويات أخرى ورياضيا يساوي صفر ويكون وزن المستوي مساويا   ملا ينقس مستوي الطاقة الصفري  

𝑔(0)للواحد  = 1 

𝑁 = ∫
𝑔(0)𝑑𝐸

1
𝐴

𝑒
𝐸

𝐾𝑇 − 1
=

1

1
𝐴

− 1

∞

0

+ ∫
𝑔𝐸𝑑𝐸

1
𝐴

𝑒
𝐸

𝐾𝑇 − 1

∞

0

                                    (15) 

 

𝑁 = 𝑁0 + 𝑁1 

𝑁1  من الصفر   أكبرطاقتها  عدد والوحدات التي 
 

  نأينشتاي تطبيقات إحصاء  -5

 الغاز الفوتوني  -1

الكهرومغناطيسية المحصورة في تجويف بحالة   هو تحليل الاشعاعات  نأينشتاي -من اهم تطبيقات إحصاء بوز

الجسم الأسود حيث ان ذرات   بإشعاعويسمى هذا الاشعاع    التجويف.اتزان حراري بين الاشعاعات وذرات مادة  

الجدران تمتص وتشع الفوتونات حتى تصل الى حالة الاتزان حينئذ تكون سرعة الامتصاص تساوي سرعة  

على طبيعة    د لا تعتمتوزيع للطاقة بدرجة حرارة الاتزان للجسم الأسود وهي    الانبعاث ويكون لطيف هذا الاشعاع

 (hf)كانت جسيمات طاقتها كما لو  المادةوبما ان الاشعاعات الكهرومغناطيسية تتصرف عند تفاعلها مع    المادة.

  وزخم
ℎ𝑓

𝑐
 او 

ℎ

𝜆
- بوز  لإحصاءداخل التجويف تتصرف كغاز يخضع    المتزنةوسوف نفترض ان هذه الفوتونات    

وان عددها    متميزةالفوتونات غير    وبما انفقط بذرات الجدار.    تتأثرنفترض انها لا تتفاعل مع بعضها    .نينشتاي أ

𝐸𝑑𝑁غير ثابت    ≠  𝐸0      ا  ان يهيج ذره من مستوى استقراره hfفبامكان فوتون طاقته  0

,ℎ𝑓1بحيث عند عودتها الى وضع الاستقرار ينبعث عدد من الفوتونات بطاقات   ℎ𝑓2, ℎ𝑓3………... 

 المنبعثة. بحيث ان طاقة الفوتون المتهيج يساوي مجموع طاقات الفوتونات 

ℎ𝑓 = ℎ𝑓1 + ℎ𝑓2 + ℎ𝑓3+. .. 

 

 

 

 

 

 لبقية المستويات 

𝐸° 

𝐸1 

 E2 

 E3 

ℎ𝑓 

ℎ𝑓1 

ℎ𝑓2 

ℎ𝑓2 
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𝑑𝑁 ≠ 0     ,     𝐸 = ℎ𝑓     ,      
ℎ𝑐

𝜆
 

𝛼𝑑𝑁 = 0        ,    𝛼 = 0 

𝑛𝑠 =
𝑔𝑠

𝑒−(𝛼+𝛽𝐸) − 1
⟹ 𝑛𝑠 =

𝑔𝑠

𝑒
𝐸

𝐾𝑇 − 1
 

𝑑𝑛 = 𝑑𝑛(𝜆)𝑑𝜆 =
𝑔(𝜆)𝑑𝜆

𝑒
𝜖

𝐾𝑇 − 1
                                                                                   (16) 

 𝑑𝑛(𝜆)𝑑𝜆   وتونات او عدد المستويات في مدى الاطوال الموجيه المحصوره بين  تمثل عدد الفλ  و𝜆 + 𝑑𝜆. 

       كثافة الحلات بدلالة الطول الموجي تعطى بالعلاقة التالية 

𝑔(𝜆)𝑑𝜆 =
4𝜋𝑑𝜆

𝜆4
                                                                                                      (17) 

 2  *  (17)المعادلةنضرب   (x,y)وبما ان استقطاب الموجة باتجاهين 

𝑔(𝜆)𝑑𝜆 =
8𝜋𝑑𝜆

𝜆4
                                                                                                      (18) 

 لطول الموجي  نأينشتاي-معادلة توزيع بوز     

𝑛𝜆(𝜆)𝑑𝜆 =
8𝜋𝑑𝜆

𝜆4
∗

1

𝑒
ℎ𝑐

𝜆𝐾𝑇 − 1

                                                                          (19) 

 بـ( 19نضرب طرفي المعادلة )
ℎ𝑐

𝜆
   

ℎ𝑐

𝜆
𝑑𝑛𝜆(𝜆)𝑑𝜆 = 𝑑𝜖(𝜆)𝑑𝜆 

𝝐(𝝀)𝒅𝝀 =
𝟖𝝅𝒉𝒄

𝝀𝟓
∗

𝟏

𝒆
𝒉𝒄

𝝀𝑲𝑻 − 𝟏

𝒅𝝀                                                                       (20) 

الجسم الأسود  لإشعاع( تمثل معادلة بلانك 20المعادلة )  

 

 

 

 

 

𝑇1يمثل التوزيع الطيفي لطاقة الغاز الفوتوني             الشكل > 𝑇2 > 𝑇3 

𝐸(𝜆) 

𝜆 

T3 

T2 

T1 
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exفان   الكبيرة الموجيةطوال في حالة الا -1 = 1 + x 

𝑥 =
ℎ𝑐

𝜆𝐾𝑇
 

   :سوف تصبح معادلة بلانك بالصورة التالية

𝑬(𝝀)𝒅𝝀 =
𝟖𝝅𝒉𝒄

𝝀𝟓
∗

𝟏

(𝟏 +
𝒉𝒄

𝝀𝑲𝑻
− 𝟏)

𝒅𝝀 ⟹ 𝒅𝝐(𝝀)𝒅𝝀 =
𝟖𝝅𝑲𝑻𝒅𝝀

𝝀𝟒
                   (𝟐𝟏) 

 الجسم الأسود   عللإشعا زجين( تمثل معادلة رايلي 21المعادلة )

تصبح    الصغيرة الموجية في حالة الطوال  -2
ℎ𝑐

𝜆𝐾𝑇
( فنحصل على معادلة فين لاشعاع  1كبيره يمكن اهمال )  

 الجسم الأسود  

𝝐(𝝀)𝒅𝝀 =
𝟖𝝅𝒉𝒄

𝝀𝟓
𝒆−

𝒉𝒄
𝝀𝑲𝑻 𝒅𝝀                                                                                       (22) 

 

  واحده كموحده   الفتحةفي حالة اتزان، مساحة  الفجوةبحيث يبقى الاشعاع في  الفجوةفتحه صغيره في  نتأمل

𝑛̅بالجدار في وحدة الحجم   تصطدمعدد الفوتونات التي  ؟  الفتحةفوتون ينفذ من خلال  =
1

4
𝑛𝑣̅  

 n̅  معدل الوحداتn  الحجم،عدد الوحدات لوحدة v̅  معدل السرعة، عند الانتقال من الغازات الى الفوتونات

 .فالسرعة تتحول الى سرعة الضوء

𝑛𝑟𝑎𝑑(𝜆)𝑑𝜆 =
𝑛𝜆(𝜆)𝑑𝜆𝑐

4
                                                                                           (23) 

 𝑛𝑟𝑎𝑑 ، عدد الفوتونات النافذه من الفتحة 𝑛𝜆(𝜆)𝑑𝜆 تمثل عدد الفوتونات في المدىλ  و𝜆 + 𝑑𝜆  في وحدة

( بالطاقة  23الحجم في الفجوه  نضرب طرفي المعادلة )
ℎ𝑐

𝜆
   

 

 

 

ℎ𝑐

𝜆
𝑛𝑟𝑎𝑑(𝜆)𝑑𝜆 = 𝜖𝑟𝑎𝑑(𝜆)𝑑𝜆                                                                                      (24) 

𝜖𝑟𝑎𝑑(𝜆)𝑑𝜆 =
2𝜋ℎ𝑐2𝑑𝜆

𝜆5(𝑒
ℎ𝑐

𝜆𝐾𝑇 − 1)

                                                                                     (25) 

.الى الخارج الفجوةمن داخل  المنبعثةتمثل الفوتونات   

𝑛𝑟𝑎𝑑(𝜆)𝑑𝜆 = 𝑛𝜆(𝜆)𝑑𝜆
𝑐

4
=

ℎ𝑐

𝜆
∗

8𝜋𝑑𝜆

𝜆4
∗

1

𝑒
ℎ𝑐

𝜆𝐾𝑇 − 1

∗
𝑐

4
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الاشعاعات داخل الفجوة للجسم الأسود يتم حسابها من معادلة بلانك  الطاقة الكلية لحساب   

𝐸𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙 = ∫ 𝐸(𝜆)𝑑𝜆

∞

0

= ∫
8𝜋ℎ𝑐

𝜆5
∗

1

𝑒
ℎ𝑐

𝜆𝐾𝑇 − 1

𝑑𝜆

∞

0

                                                    (26) 

𝑡 =
ℎ𝑐

𝜆𝐾𝑇
        ,    𝜆 =

ℎ𝑐

𝑡𝐾𝑇
                   ,      𝑑𝜆 = −

ℎ𝑐

𝐾𝑇𝑡2
 𝑑𝑡 

( 26نعوض في المعادلة )  

𝐸 = 8𝜋ℎ𝑐 ∫
𝑡5𝐾5𝑇5

ℎ5𝑐5𝐾𝑇𝑡2

ℎ𝑐

(𝑒
𝑡

− 1)
𝑑𝑡

∞

0

 

𝐸 =
8𝜋ℎ

𝑐3
(

𝐾𝑇

ℎ
)

4

∫
𝑡3

(𝑒
𝑡

− 1)
𝑑𝑡        ,

∞

0

∫
𝑡3

(𝑒
𝑡

− 1)
𝑑𝑡

∞

0

=
𝜋4

15
 

𝜖𝑟𝑎𝑑 =
8𝜋5𝐾4

15𝑐3ℎ3
𝑇4                                                                                                  (27) 

( في  27نضرب معادلة )
𝐶

4
 فنحصل على   

𝜖𝑟𝑎𝑑 =
2𝜋5𝐾4

15𝑐2ℎ3
𝑇4 

𝜖𝑟𝑎𝑑 = 𝜎𝑇4                                                                                                            (28) 
 

بدورها تمثل  و  Tالمعادلة تمثل طاقة الاشعاع المنبعث لوحدة المساحة لوحدة الزمن لجسم عند درجة حرارة 

 أربعة. للأساسان الطاقة المنبعثة من الجسم الأسود تتناسب مع درجة الحرارة  بولتزمان حيث – قانون ستيفان 

 

  السعة الحراريةالغاز الفونوني وكيفية حساب  -2

و لا   المادة(الفونون هو الطاقة المصاحبة للموجات الميكانيكية التي تنشر في المواد )أي اهتزازات جزيئات 

اثنين مستعرضة     (x,y,z)للموجه الميكانيكية ثلاث اتجاهات استقطاب    الفوتون،تنتقل في الفراغ و الفونون يشبه  

  لإحصاء لذلك يخضع    ..…,0,1,2ي للفونون وواحد طولي )أي كل موجة تمثل ثلاث فونونات (الرقم البرم

سرعتها  بينما الفوتونات  hfموجات ميكانيكية وطاقتها  لأنها Vيرمز لها بالرمز ت الفونونا سرعة  نأينشتاي -بوز

c  وطاقتهاhf   د  الفرق بينهما في التردf 
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𝑛𝑠 =
𝑔𝑠

𝑒−(𝛼+𝛽𝐸𝑠)−1 
    

α  في لحظة زمنية معينة سوف يكون  = 0, 𝛼𝑑𝑁 = 0  , 𝑑𝑁 = 0  , 𝑁 = 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 

𝑑𝑛 =
𝐵𝑑Γ

𝑒
𝜖

𝐾𝑇 − 1
 

𝑛(𝜖)𝑑𝜖 =
𝑔(𝜖)𝑑𝜖

𝑒
𝜖

𝐾𝑇 − 1
 

 من فضاء الطاقة الى فضاء التردد.وبالتحويل   E=hfطاقة الفونون 
 

𝑛𝑓(𝑓)𝑑𝑓 =
𝑔(𝑓)𝑑𝑓

𝑒
ℎ𝑓
𝐾𝑇 − 1

                                                                                              (29) 

 ان. أي)mf (فرض ديباي ان الموجه لما تهتز بتردد اقصى ما يمكن 

𝑔(𝑓)~𝑓2 

𝑔(𝑓) = 𝑐𝑓2               (𝐹 < 𝐹𝑚) 

𝑔(𝑓) = 0               (𝐹𝑚 < 𝐹) 

𝑛𝑓(𝑓)𝑑𝑓 =
𝑐𝑓2𝑑𝑓

𝑒
ℎ𝑓
𝐾𝑇 − 1

                                                                                              (30) 

 

  من الوحدات و بما ان هناك ثلاث أنماط اهتزازيه فيكون مجموع Nنفرض نظام يحتوي على  Cالثابت  لإيجاد 

 .  3Nالفوتونات في النظام  

3𝑁 = ∫ 𝑔𝑓𝑑𝑓 = ∫ 𝑐𝑓2𝑑𝑓 =
𝑐

3

𝑓𝑚

0

𝐹𝑚

0

𝑓(𝑚)
3  

3𝑁 =
𝑐

3
𝑓(𝑚)

3 ⟹ 9𝑁 = 𝐶𝑓(𝑚)
3 ⟹ 

𝐶 =
9𝑁

𝑓(𝑚)
3                                                                                                                    (40) 

∴ 𝑛𝑓(𝑓)𝑑𝑓 =
9𝑁𝑓2𝑑𝑓

𝑓(𝑚)
3 𝑒

ℎ𝑓
𝐾𝑇 − 1

                                                                                   (41) 



 

51 
 

 .بدلالة التردد   نأينشتاي-معادلة بوزوهي تمثل 

,𝑓على طاقة الفونون في المدى بين   للحصول  hf ( في41الان نضرب المعادلة ) 𝑓 + 𝑑𝑓  

𝑑𝜖 = 𝜖(𝐹)𝑑𝐹 = ℎ𝑓𝑛𝑓(𝑓)𝑑𝑓 

𝑑𝜖 = 𝜖(𝐹)𝑑𝐹 =
9𝑁ℎ𝑓3𝑑𝑓

𝑓(𝑚)
3 𝑒

ℎ𝑓
𝐾𝑇 − 1

                                                                                  (42) 

 ( 42للحصول على الطاقة الكلية نكامل المعادلة )

𝜖 =
9𝑁ℎ

𝑓(𝑚)
3 ∫

𝑓3𝑑𝑓

𝑒
ℎ𝑓
𝐾𝑇 − 1

  

𝐹𝑚

0

                                                                                              (43) 

 نشتق معادلة الطاقة الكلية لدرجة الحرارة  𝑐𝑣للحصول على  

𝐶𝑣 =
9𝑁ℎ2

𝐾𝑇2𝑓(𝑚)
3 ∫

𝑓4𝑒
ℎ𝑓
𝐾𝑇𝑑𝑓

(𝑒
ℎ𝑓
𝐾𝑇 − 1)2

   

𝐹𝑚

0

                                                                             (44) 

   xبدلالة نجري بعض التغيرات لجعل المتغيرات كلها 

𝑥 =
ℎ𝑓

𝐾𝑇
       , 𝑓 =

𝑥𝐾𝑇

ℎ
                            , 𝑑𝑓 =

𝐾𝑇

ℎ
 𝑑𝑥                  

  𝜃𝐷    درجة حرارة ديباي وتسمى بدرجة الحرارة النوعية
ℎ𝑓𝑚

𝐾
= 𝜃𝐷  وبقسمتها على درجة الحرارةT     من

 اجل  إيجاد حدود التكامل .
ℎ𝑓𝑚

𝐾𝑇
=

𝜃𝐷

𝑇
 

𝐶𝑣 =
9𝑁ℎ2

𝐾𝑇2𝑓(𝑚)
3 ∫

𝑋4𝐾4𝑇4𝑒𝑋

ℎ4(𝑒𝑋 − 1)2
 
𝐾𝑇

ℎ
 𝑑𝑥  

𝐹𝑚=
𝜃𝐷
𝑇

0

 

𝐶𝑣 =
9𝑁ℎ2𝐾5𝑇5

𝐾𝑇2ℎ5𝑓(𝑚)
3 ∫

𝑋4𝑒𝑋

(𝑒𝑋 − 1)2
  𝑑𝑥 = 9𝑁𝐾(

𝑇

𝜃𝐷

𝐹𝑚=
𝜃𝐷
𝑇

0

)3 ∫
𝑋4𝑒𝑋

(𝑒𝑋 − 1)2
  𝑑𝑥

𝜃𝐷
𝑇

0

     

 

 كادرو وفأنفرض ان عدد الوحدات تساوي عدد 
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𝐶𝑣 = 9𝑅(
𝑇

𝜃𝐷
)3 ∫

𝑋4𝑒𝑋

(𝑒𝑋 − 1)2
  𝑑𝑥

 

𝜃𝐷
𝑇

0

                                                                         (45)      

 في حالتين   𝐶𝑣  ويمكن حساب 

 على   اللانهاية فنحصلفي حالة درجة الحرارة الواطئة فيمكن تقريب الحد الأعلى للتكامل الى  -1

𝐶𝑣 = 9𝑅(
𝑇

𝜃𝐷
)3 ∫

𝑋4𝑒𝑋

(𝑒𝑋 − 1)2
  𝑑𝑥

 

∞

0

   

∫
𝑋4𝑒𝑋

(𝑒𝑋 − 1)2
  𝑑𝑥

 

∞

0

=
4𝜋4

15
 

𝑪𝒗 =
𝟏𝟐

𝟓
𝝅𝟒𝑹(

𝑻

𝜽𝑫
)𝟑                                                                                               (46) 

 بسرعة.  𝑇3مع   𝐶𝑣أي في درجات الحرارة الواطئة تتغير  
 

eXالحرارة العالية نقرب الى   اما في درجات  -2 ≅ (1 + 𝑋)    وX   صغيره في مقام التكامل فنعوض عن

eX  1)ب + 𝑋)   وفي البسط نعوض عنeX  ب واحد فنحصل 

𝐶𝑣 = 9𝑅(
𝑇

𝜃𝐷
)3 ∫

𝑋4

(1 + 𝑋 − 1)2
  𝑑𝑥

 

𝜃𝐷
𝑇

0

= 9𝑅(
𝑇

𝜃𝐷
)3 ∫

𝑋4

𝑋2
  𝑑𝑥
 

𝜃𝐷
𝑇

0

 

𝐶𝑣 = 9𝑅 (
𝑇

𝜃𝐷
)

3 1

3
(
𝜃𝐷

𝑇
)3          

𝑪𝒗 = 𝟑𝑹                                                                                                                        (47) 

 ( يمثل الحرارة النوعية للجسم الصلب.2)الكلاسيكي، والشكل وهو الجواب 

 

 

 

 

 

𝐶𝑣  

𝑇3 

T 

3𝑅 
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 الفصل الرابع

 ديراكرمي يإحصاء ف

 ديراك –رمي ياحصاء ف

 بأولي حيث متميزة ولكنها تخضع لمبدأ    متماثلة وغيرديراك يتعامل مع أنظمة تضم جسيمات    -رمييان إحصاء ف

حالة   هتوعبسلجسيمين ان يشغلان ذات الحالة الديناميكية )الحالة الطاقية او الكمية( أي ان اقصى ما ت  نلا يمك 

او مساويا   أكبر المتيسرةكمية متيسره هو جسيم واحد فقط كحد أعلى ولذلك يجب ان يكون عدد الحالات الكمية 

الى الفيزيائي   التسميةالجسيمات التي تحقق هذا الشرط فرميونات حيث تنسب هذه  الجسيمات. تدعىلعدد 

ولقد وجد عمليا ان جميع الجسيمات الأولية ذات   الأنظمة.كان اول من ناقش إحصاء هذه    رمي الذييفالأمريكي  

والهليوم  والكترونات وجزيئات الهيدروجين  البروتونات والنيترونات وي نصف هي فرميونات مثل ا برم يس

  i(g(من الجسيمات و iNالذي يضم  )i (وغيرها. حيث يعطي عدد التوزيعات المختلفة لمستويات الطاقة كمثل

 بالمعادلة الأتية.  من الحالات الكمية

ω𝐹 =
(𝑔𝑖)!

𝑁𝑖! (𝑔𝑖 − 𝑁𝑖)!
                                        (1) 

 ثلاث خلايا وجسيمتين.احسب الاحتمالية لمستوي يحتوي على  :مثال  

ω𝐹 =
(𝑔𝑖)!

𝑁𝑖! (𝑔𝑖 − 𝑁𝑖)!
=

3!

2! (1)!
=

3 × 2 × 1

2
= 3 

 

3 2 1 

   

   

   

 

وفي بحيث ان في المستوي الأول عدد الخلايا ثلاث وعدد الجسيمات اثنين    2و 1نظام يتكون من مستويين    :مثال

 واحد احسب الاحتمالية للحالة الموجودة. وعدد الجسيمات الثاني عدد الخلايا اثنين  المستوي

 الحل/

ω1 =
(𝑔𝑖)!

𝑁𝑖(𝑔𝑖 − 𝑁𝑖)!
=

3!

2! (1)!
= 3 
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ω2 =
(𝑔𝑖)!

𝑁𝑖(𝑔𝑖 − 𝑁𝑖)!
=

2!

1! (1)!
= 2 

ω = ω1 × 𝜔2 = 6 

  ديراك -توزيع فيرمي  معادلة-1

ω𝐹 = ∏
𝑔𝑠

𝑁𝑠! (𝑔𝑠 − 𝑁𝑠)!
𝑠

 

 الان نفترض ان 

  𝑁 = 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡                    , 𝐸 = 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡            , 𝑤 = 𝑀𝑎𝑥𝑖𝑚𝑢𝑚  

  𝑑𝑁 = ∑ 𝑑𝑛𝑠 =

𝑠

0 , 𝑑𝐸 = ∑ 𝐸𝑆𝑑𝑛𝑠

𝑠

= 0  , 𝑙𝑜𝑔𝑤 = 𝑀𝑎𝑥 , 𝑑𝑙𝑜𝑔𝑤 = 0 

    𝑤  لان النظام يكون معزول فيكون في حالة انتشار تام فيكون في حالة فوضى تامه   نما يمك  أكبرتكون(

 فالانتروبي يكون في حالته القصوى. 

log 𝑊𝐹.𝐷 = ∑[log 𝑔𝑠!

𝑆

− log 𝑛𝑠! − log(𝑔𝑠 − 𝑛𝑠)!                                                    (2) 

   ستيرلنغوباستعمال تقريب 

log 𝑊𝐹.𝐷 = ∑[𝑔𝑠 log 𝑔𝑠 − 𝑔𝑠

𝑆

− 𝑛𝑠 log 𝑛𝑠 + 𝑛𝑠 − (𝑔𝑠 − 𝑛𝑠) log(𝑔𝑠 − 𝑛𝑠) + (𝑔𝑠 − 𝑛𝑠)          (3) 

𝑑 log 𝑊

𝑑𝑛𝑠
= 0 − log 𝑛𝑠 − 𝑛𝑠

1

𝑛𝑠
+ 1 +

𝑔𝑠 − 𝑛𝑠

𝑔𝑠 − 𝑛𝑠
+ log(𝑔𝑠 − 𝑛𝑠) − 1                       (4) 

 

𝑑 log 𝑊

𝑑𝑛𝑠
= log(𝑔𝑠 − 𝑛𝑠) − log 𝑛𝑠 

𝑑 log 𝑊

𝑑𝑛𝑠
= log

(𝑔𝑠 − 𝑛𝑠)

𝑛𝑠
                                                                                (5) 

 ج  ن كراالنتيجة في معادلة مضروبات لانعوض هذه 

(
𝑑 log 𝑊

𝑑𝑛𝑠
+ 𝛼 + 𝛽𝜖𝑠) 𝑑𝑛𝑠 = 0 
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𝑑 log 𝑊

𝑑𝑛𝑠
+ 𝛼 + 𝛽𝜖𝑠 = 0 

log
(𝑔𝑠 − 𝑛𝑠)

𝑛𝑠
= −(𝛼 + 𝛽𝜖𝑠) 

(𝑔𝑠 − 𝑛𝑠)

𝑛𝑠
= 𝑒−(𝛼+𝛽𝜖𝑠) ⟹

𝑔𝑠

𝑛𝑠
− 1 = 𝑒−(𝛼+𝛽𝜖𝑠) 

𝑔𝑠

𝑛𝑠
= 𝑒−(𝛼+𝛽𝜖𝑠) + 1 

𝑛𝑠 =
𝑔𝑠

𝑒−(𝛼+𝛽𝐸𝑠) + 1
                                                                            (6) 

βفي إحصاء فيرمي ديراك               =    −
1

𝐾𝑇
                   , α =

𝜖𝑓

𝐾𝑇
     

 رمي.يفطاقة هي  𝜖𝑓حيث 

𝑛𝑠 =
𝑔𝑠

𝑒
𝜖𝑠−𝜖𝑓

𝐾𝑇
− + 1

 

   :ديراك بشكل التالي -رميييمكن كتابة الصيغة التفاضلية لمعادلة ف 

𝑛(𝜖)𝑑𝜖 =
𝑔𝜖𝑑𝜖

𝑒
𝜖𝑠−𝜖𝑓

𝐾𝑇 + 1
 

𝑛(𝜖)𝑑𝜖 = 𝐹(𝜖)𝑔𝜖𝑑𝜖 = 𝐹(𝜖) 

∴ 𝐹(𝜖) =
1

𝑒
𝜖𝑠−𝜖𝑓

𝐾𝑇
− + 1

                                                                                 (7) 

 لذلك فان بفرميون.   (𝜖)هي دالة احتمالية وتمثل احتمال اشغال مستوى الطاقة  𝐹(𝜖)ديراك -رمييان دالة ف

   هو  FEرمي  يمقداره بقدر طاقة ف Eاحتمال اشغال مستوي طاقة  

𝐹(𝜖=𝜖𝐹) =
1

𝑒0 + 1
=

1

2
= 50% 

 

 .%50هو المستوي الذي إمكانية اشغاله بالفرميونات بمقدار  رمي:يومن هنا يمكن تعريف مستوي ف

 الان نتأمل 

 المختلفة. فما هي احتمالية اشغال مستويات الطاقة  (T=0K)نظام فرميونات بدرجة حرارة الصفر المطلق  -1
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𝐹(𝜖) =
1

𝑒
(𝜖−𝜖𝑓)

𝐾𝑇 + 1

 

1 − ϵ > ϵ𝑓 

ϵ    طاقة المستوي و𝜖𝑓  رمييطاقة ف 

𝐹(𝜖>ϵ𝑓) =
1

𝑒
𝜖−𝜖(𝐹)

0 + 1

=
1

𝑒∞ + 1
=

1

∞
= 0 = 0% 

ϵلنظام فرميونات بدرجة الصفر المطلق فيه   > ϵ𝑓    تكون احتمالية اشغال الطاقة بالفرميونات لمستويات الطاقة

 رمي تساوي صفر.يمن مستوي ف  اكبر

2 − ϵ < ϵ𝑓 

𝐹(ϵ<ϵ𝑓) =
1

𝑒
(𝜖−𝜖𝑓)

𝐾𝑇 + 1

=
1

𝑒−∞ + 1
=

1

1
= 100% 

ϵلنظام فرميونات بدرجة الصفر المطلق فيه  < ϵ𝑓   تكون احتمالية اشغال مستويات الطاقة بالفرميونات دون

 .رمي تكون مملوءة بالفرميونات يدون مستوي ف ةأي ان جميع مستويات الطاق %100رمي هي  يمستوي ف

 

 

 

 

 

 
 

 

 رمي بالصفر المطلق ي( يمثل رسم دالة ف1الشكل )
 

 مطلقة فماهي احتمالية اشغال مستويات الطاقة المختلفة  Tكان نظام الفرمونات بدرجة حرارة  إذا -2

1- ϵ = ϵ𝑓 + 𝑘𝑇 
  

EF 

100 

FE=0.5 

0 

E  

ϵ
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𝐹(𝜖) =
1

𝑒
(𝜖−𝜖𝑓)

𝐾𝑇 + 1

 

𝐹(𝜖=𝜖𝑓+𝑘𝑇) =
1

𝑒
(𝜖𝑓+𝑘𝑇−𝜖𝑓)

𝐾𝑇 + 1

=
1

𝑒1 + 1
=

1

2 ∙ 7 + 1
= 27% 

2-        ϵ = ϵ𝑓 − 𝑘𝑇 
 

𝐹(𝜖) =
1

𝑒
(𝜖−𝜖𝑓)

𝐾𝑇 + 1

 

𝐹(𝜖) =
1

𝑒
(𝜖𝑓−𝑘𝑇−𝜖𝑓)

𝐾𝑇 + 1

=
1

𝑒−1 + 1
= 73% 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑇( يمثل رسم دالة فيرمي بدرجة حرارة 2الشكل ) = 𝐾𝑇 
 

 حساب طاقة فيرمي في الصفر المطلق -2

𝜖𝐹 = 𝜖𝐹(𝑇) = 𝜖𝐹(0) 

∫ 𝑛𝜖𝑑𝜖 = ∫ 𝑓𝜖𝑔𝜖𝑑𝜖 

  

𝑓𝜖في الصفر المطلق اذا عوضنا   = ( فان عدد 1) فان عدد الوحدات يساوي صفر اما اذا عوضنا عنها ب  0

 الوحدات يكون مساويا الى 

E 
0.27 

0.5 

0.73 

EF 

E-KT  EF E+KT 
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𝑁 = ∫ 𝑔𝜖𝑑𝜖

𝜖𝐹(0)

0

                                                                                                     (7) 

𝑔𝜖𝑑𝜖 =
2π(2𝑚)

3
2𝜖

1
2𝑑𝜖𝑉

ℏ3                                                                           (8)       

   فنحصل على   ي ½ لان البرم يساو   2( في 8نضرب المعادلة )

𝑔𝜖𝑑𝜖 = 4π𝑉(
2𝑚

ℏ2
)

3
2 𝜖

1
2𝑑𝜖                         

𝑁 = ∫ 4π𝑉(
2𝑚

ℏ
2

)
3
2 𝜖

1
2𝑑𝜖

𝜖𝐹(0)

0

                                                                               (9) 

4π𝑉
√8𝑚

3
2

ℏ3

2

3
𝜖𝑓

3
2 = 𝑁 

8π𝑉
√8𝑚

3
2

3ℏ3
𝜖𝑓

3
2 = 𝑁 

3𝑁ℏ
3

= 𝑉8𝜋√8𝑚
3
2𝜖𝑓

3
2 

𝜖𝑓

3
2 = (

3𝑁

𝑉8𝜋
) ∗

ℏ3

√8(𝑚)
3
2

 

∴ 𝝐𝑭(𝟎) = (
𝟑𝑵

𝑽𝟖𝝅
)

𝟐
𝟑

∗
ℏ

𝟐

𝟐𝒎
                                                                            (10) 

 

رمي عند درجة حرارة الصفر المطلق وتعتمد على الكتلة وعلى عدد يتمثل قيمة طاقة ف الأخيرةالمعادلة 

الفرميونات لوحدة الحجم  
𝑁

𝑉
 تساوي   فأنها. اما بالنسبة الى درجة حرارة فيرمي   

𝑻𝒇 =
𝝐𝑭(𝟎)

𝑲
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فرميونات في الصفر المطلق المعدل طاقة  -3  

𝜖̅ =
𝜖𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙

𝑁
=

∫ 𝜖𝑛𝜖𝑑𝜖
𝜖𝐹(0)

0

∫ 𝑛𝜖𝑑𝜖
𝜖𝐹(0)

0

                                                                    (11) 

𝑛𝜖 = 𝑓𝜖𝑔𝜖 

𝜖0̅ =
∫ 𝜖𝑓𝜖𝑔𝜖𝑑𝜖

𝜖𝐹(0)

0

∫ 𝑓𝜖𝑔𝜖𝑑𝜖
𝜖𝐹(0)

0

=
∫ 𝜖

3
2𝑑𝜖

𝜖𝐹(0)

0

∫ 𝜖
1
2

𝜖𝐹(0)

0
𝑑𝜖

 

 𝜖0̅ =   

2
5

𝜖𝑓

5
2

2
3

𝜖𝑓

3
2

  =
3

5
𝜖𝑓 

 بالإمكان كتابة دالة فيرمي دالة لدرجة الحرارة وكما يلي

𝜖𝑓̅ = 𝝐𝒇(𝟎) [𝟏 −
𝝅𝟐

𝟏𝟐
(

𝑻

𝑻𝒇

)

𝟐

]                                                                   (12) 

 

وان   2Tتعتمد على  𝜖𝑓فرميون بدرجة الصفر المطلق من هذه العلاقة طاقة فيرمي  المعدل طاقة 

FT  . لمعظم المواد عالية جدا 

 كوني  Tوان معدل طاقة فيرمي بدرجة حرارة 

𝝐𝒇 = 𝝐𝒇(𝟎) [
𝟑

𝟓
−

𝝅𝟐

𝟏𝟐
(

𝑻

𝑻𝒇

)

𝟐

]                                                                  (13) 

 

 𝑪𝑽السعة الحرارية النوعية  -4

مطلقة بحجم ثابت نفرض ان عدد وحدات النظام هو بقدر عدد  Tلغاز فرميونات بدرجة حرارة 

   ANكادرو و اف

𝑁𝐴𝐾 = 𝑅 

𝜖 = 𝑁𝐴𝜖(̅𝑇) = 𝑅 



 

60 
 

𝜖𝑓 = 𝑁𝐴𝜖𝑓(0) [
3

5
+

𝜋2

12
(

𝑇

𝑇𝑓
)

2

] 

𝐶𝑉 = (
𝑑𝐸

𝑑𝑇
)

𝑉
=

2𝑇

𝑇𝑓
2 𝑁𝐴𝜖𝑓(0)

𝜋2

4
 

𝐶𝑉 =
𝜋2

2
𝑅

2𝑇

𝑇𝑓
2                                                                                                (14) 

  

 الكلاسيكية؟ متى تقترب دالة فرمي من المعادلة  نسألنهاية يمكن ان وفي ال
 

   KTبمقارنة طاقة فيرمي بالطاقة الحرارية الاعتيادية 

𝑇𝑓 =
𝜖𝐹(0)

𝐾
⟹ 𝜖𝐹(0) = (

3𝑁

𝑉8𝜋
)

2
3

∗
ℏ2

2𝑚
 

 

حيث نلاحظ هناك فرق بين طاقة فيرمي للغازات الاعتيادية والغاز الالكتروني بسبب اختلاف كتلة المكونات 

   النظامين.بين  وحدة( حجم لكل )الفرميونات 

بمقارنتها مع درجة حرارة الغرفة  فيرمي صغيرهدرجات  الجزيئية، تكونوبذلك فان للغازات الفرميونية 

باولي على توزيع الطاقات صغيرا في درجة الحرارة الاعتيادية وسبب ذلك ان   مبدأ تأثير الاعتيادية، فيكون

من العدد واحد بكثير وللجزيئات التي طاقتها يكون اقل  الواطئة(الطاقة  ت مستويامعدل اعداد الاشغال )عدى 

𝜖 − 𝜖𝐹 >> 𝐾𝑇  تقترب دالة فيرمي من العادلة الكلاسيكية وهيe−(𝜖−𝜖𝐹)/𝐾𝑇   فيكون توزيع طاقات

 بولتزمان الكلاسيكي. - مقتربا جدا من توزيع ماكسويل إذاالجزيئات في درجة حرارة الغرفة 

قيمة طاقة فيرمي  KTون المعدن قد انصهر قبل ان تصل الطاقة وفي حالة الغاز الالكتروني في المعدن، يك

 وعليه يعامل الغاز الالكتروني معاملة خاصة. 

 


