
 Lagrangian Mechanics  ميكانيك لاغرانج 

 

 generalized coordinates ة    الاحداثيات المعمم  7.1.

، كروية ، اسطوانية ، او   كارتيه يد  هذه،وقد تكون    احداثيات أن موضع الجسيم في الفضاء يمكن تعيينه تعينا كاملا بثلاث 

 مختارة بصورة ملائمة .   ت رامتراابي الحقيقة اية ثلاثة ف

من الاحداثيات لتعيين مواضع جميع   3Nالجسيمات نحتاج بصورة عامـــــــــــة الى  من  Nحالة منظومة متكونة من  في

 أي تعيين الوضع العام للمنظومة. الجسيمات في وقت واحد 

  للمنظومة. العام  لشكللتعيين ا 3Nمن  نحتاج الى عدد من الاحداثيات اقل   المنظومة،حركة قيود على كانت هناك  إذااما 

الجسيم يتحرك على   كان  إذابينما  ثابت.كان الجسيم مقيد الحركة في مستو او سطح  إذانحتاج الى احداثيان فقط  فمثلا،

 واحد. خط مستقيم أو منحني ثابت فعندئذ يكفي احداثي  

عيين  لتغير متصلة بأي معادلات قيد( والتي تكفي فقط )هي أي مجموعة من الإحداثيات المستقلة  الإحداثيات المعممة 

لتعيين الشكل العام   nبصورة عامة أصغر عدد معين  ويتطلب . فريد بشكل وجميع الجسيمات في وقت واحد   مواضع 

  .مسافةقد يكون الاحداثي زاوية أو والذي  (  n, ……,q2, q1q(وسوف ترمز لهذه الاحداثيات بالرموز معينة لمنظومة 

 يساوي عدد درجات الحرية للنظام.   nالمطلوب من الإحداثيات المعممة   والعدد 

 إحداثيات، فإن تكوين النظام )أو حركة النظام( يكون غير محدد.  n( إذا اخترنا قيمة أصغر من  1)

اثيات قابلة للتحديد من الإحداثيات الأخرى من خلال  ، فيجب أن تكون بعض الإحد n( إذا اخترنا إحداثيات أكبر من  2)

 شروط القيد. 

 Holonomicهولو نومك 

بصورة مستقلة عن الاحداثيات الأخرى    يتغيراي احداثي أن   بإمكان  العام،الى تعيين شكل المنظومة  بالإضافة كان   إذا

  الحرية  درجات  عدد   nوفي هذه الحالة يساوى عدد الاحداثيات    holonomicفعندئذ يقال عن المنظومة بانها هولو نومك  

 degrees of freedomللمنظومة  

أى أن عدد درجات   البعض،لا تتغير جميع الاحداثيات بصورة مستقلة عن بعضها  ،نومكهولو و في منظومة ليست 

   الشكل.الحرية تكون اقل من عدد الاحداثيات الاصغر اللازم لتعيين 

فيمكن كتابة   واحد،سوف تعتبر فقط منظومات الهولونومك. اذا كانت المنظومة متكونة من جسم  الحالي، وفي بحثنا 

 التالي: المعممة على النحو  للإحداثيات كدوال  ة الديكارتيالاحداثيات 

𝑥                                                                                      ي  الحركة على منحن  - درجة حرية واحدة  =

𝑥(𝑞, 𝑡) 

𝑥                                                                                 الحركة على سطح -درجتا حرية  = 𝑥(𝑞1, 𝑞2, 𝑡) 

 𝑦 = 𝑦(𝑞1, 𝑞2, 𝑡) 

                      في الفضاء الحركة حرية.ثلاث درجات 

                                    𝑥 = 𝑥(𝑞1, 𝑞2, 𝑞3, 𝑡)   

𝑦 = 𝑦(𝑞1, 𝑞2, 𝑞3, 𝑡) 

𝑧 = 𝑧(𝑞1, 𝑞2, 𝑞3, 𝑡) 

 



 

التغييرات  ف  nqδ, …..,2qδ, 1q(δ( القيم المجاورة إلى)n, …..,q2, q1q(تتغير من القيم الأولية   qافترض أن إحداثيات 

 : هي كما يلي ية ديكارتال حداثيات لإا المقابلة في 
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    iيمكن وصف حركة الجسيم     ، إذن من درجات الحرية nلها   لنظام يتكون من عدد كبير من الجسيمات و
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من   N المعممة . اذن لمنظومة تتكون منيشير الى الاحداثيات k والحرف   الديكارتية يشير الى المحاور   iالرمز 

 3Nالى . 1ستأخذ القيم من  1الجسيمات 

 لاحداثيات القطبية هي ا   حركة جسيم في مستو: ان المحاور المعممة لال  مث

 

 



 ويمكن إيجاد السرعة:

 

 من درجات الحرية:  nول  تحويلات الإحداثيات   شتقاقيمكننا الحصول على تحويلات السرعة ببساطة عن طريق ا
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 LaGrange Equation    معادلة لاكرانج

𝑥𝑖   بما ان = 𝑥(𝑞1, 𝑞2, 𝑞3, … . , 𝑞𝑛, 𝑡), 
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𝑞̇𝑘

𝑛
𝑘=1    هي تعبير عن قاعدة السلسلة للدوال متعددة المتغيرات Multivariable Chain Rule  .

حيث ان  (، 1q  ،2q  ،...  ،nq، الذي يعتمد على عدة متغيرات أخرى ) xتنص على أن معدل التغير الكلي للمتغير التي  

(t)n =q nq  يحسب بجمع المشتقات الجزئية لـx  بالنسبة لكل متغيرkq لكل متغير الزمني ، مضروبًا في معدل التغيرkq  .

 عندما تتحرك جميع مكوناته.   xببساطة، هذه هي طريقة إيجاد السرعة الكلية لـ 

 

dx/dt=(𝜕x/𝜕q1)(dq1/dt)+(𝜕x/𝜕q2)(dq2/dt)+…+(𝜕x/𝜕qn)(dqn/dt)+ 𝜕x/𝜕td  
 

باشتقاق المعادلة أعلاه ل   
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 ونجري عملية التفاضل بالنسبة للزمن   𝑥𝑖̇في   (1)بضرب معادلة 
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 تصبح:   (2)فان المعادلة  mنضرب المعادلة في  
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 في حالة اذا كانت القوة محافظة فان    
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 =Lوبتعريف دالة لاكرانج 

L=T-V          (9) 
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 فان معادلة لاكرانج تصبح:  𝑄́في حالة ان بعض القوى تكون غير محفوظة مثل  
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𝑇في مجال محافظ بحيث ان الطاقة الحركية له هي   mكتلته   قذف جسم : مثال =
1

2
𝑚(𝑥̇2 + 𝑦̇2)  والطاقة الكامنة له

 . جد معادلة الحركة له باستخدام معادلات لاكرانج V=mgyهي  



 𝒒𝟏 = 𝒙 , 𝒒𝟐 = 𝒚 
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 هي    xاذا معادلة لاكرانج ل  

  𝑚𝑥̈ − 0 = 0 ≫ 𝑚𝑥̈ = 0 ≫ 𝑥̈ = 0  
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 هي   y اذا معادلة لاكرانج ل

   
𝑚𝑦̈ + 𝑚𝑔 = 0 

 

 قوة مركزية باستخدام معادلة لاكرانج؟  تأثير اكتب معادلة الحركة لجسيم يتحرك تحت  مثال: 

 ي ذو بعدين توصف بدلالة الاحداثيات القطبية. أي ان و قوة مركزية تكون حركته بمست  بتأثير الجسم الذي يتحرك  الحل:

𝑞1 = 𝑟 ,   𝑞2 = 𝜃    :وهذا يعني ان معادلة لاكرانج تقسم الى معادلتين هما 
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∴ 𝑣 = 𝑟̇𝑒𝑟 + 𝑟𝜃̇𝑒𝜃 
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https://youtu.be/6_lYQAqa-oE 

https://youtu.be/6_lYQAqa-oE

