
 :-اللاأقــلیـدیــة الـھـنــدســة

واحد      لقد باءت جمیع المحاولات لإثبات مسلمة أقلیدس الخامسة بالفشل والتي نصت على أنھ یمكن رسم مستقیم
فقط مواز ٍ لمستقیم معلوم من نقطة خارجھ عنھ إلا أن ھذه المحاولات مھدت الطریق لظھور الھندسة اللاأقلیدیة 

عقل الإنسان سلفاً  وذلك بسبب الفلسفة التي كانت سائدة آنذاك والتي تعتمد أو تعتقد بأن الفراغ الأقلیدي موجود في
ولا یحتاج الى الخبرة وقد تم أكتشاف الھندسة اللاأقلیدیة على أیدي عدد من العلماء في وقت ً واحد وفي مناطق 

مختلفة من العالم سوف نتطرق الى بعض من ھؤلاء العلماء :-  

) كَــاوس :-لقد أستطاع تكوین بناء ریاضي متآلف خلال فترة حیاتھ حیث أعتبر فیھ أنھ مسلمة التوازي تختلف 1
أن الفراغ لا نھائي وغیر محدود  یرتھا في الھندسة الأقلیدیة وأسماھا الھندسة الاأقلیدیة حیث أفترض كَاوسظعن ن

 جاء فیھا 1824لصاحبھُ الریاضي (نورینوس) في عام  لقد طور كَاوس مكتشفاتھ ِ في ھذه الھندسة وبعث رسالة
) درجة یقود الى ھندسة غریبة تختلف عن الھندسة الأقلیدیة 180یساوي ( أن افتراض مجموع زوایا المثلث لا

ولكنھا متآلفة . 

ا لبرھان المسلمة م) بـولــیــا :- كان العالم بولیا صاحباً لكَاوس في ألمانیا حیث تبادلا الرسائل بعد افتراضھ2
وبعث (TENTAMEN) الخامسة لأقلیدس فترجم بولیا مكتشفاتھ ونظریتھ وأفكاره في مجلدین أطلق علیھما أسم

بنسخھ منھ الى كَاوس وكان لبولیا ولد أسمھ یوحنا تعلم الھندسة على ید والده وكان لھ الدور الكبیر في الھندسة 
اللاأقلیدیة . 

 

 :- وھو ریاضي روسي درس في جامعة كازان وعمل محاضرا ً فیھا لیخطف  (لوباجسفكي)) لوباتشوفسكي3
دور في ظھور  من كَاوس وبولیا وكان أول من نشر عمل متكامل عن الھندسة اللاأقلیدیة وكان لھ الأضواء

النظریة النسبیة الخاصة . 

 

 ) ریــمــان :- وھو عالم ألماني درس الریاضیات على ید كَاوس لم یشاركھ أحد في أكتشاف نوع جدید من4
بالضرورة أن یكون غیر  الھندسة اللاقلیدیة وكانت جمیع النتائج التي توصل إلیھا بفضل افتراضھ أن الفراغ لیس

یوجد خطوط متوازیة في الھندسة  نھائي وغیر محدود ولكن یمكن أن یكون غیر نھائي ومحدود ولذلك افترض لا
الجدیدة علما ً أن وجود الخطوط المتوازیة في الھندسة اللاقلیدیة یرجع الى الخطوط المستقیمة لا نھائیة وغیر 

محدودة .  

الذي أقترح تسمیھ الھندسة التي أكتشفھا كل من كَاوس وبولیا (Klein)جاء بعد ذلك عدة علماء منھم كلاین 
 ولوباتشوفسكي بالھندسة الزائدیة والھندسة التي أكتشفھا ریمان بالھندسة الناقصیة .  

 

 " Hyperbolic Geometry "   ) :-الھذلولیة (الزائدیة الھندسة

    الھندسة الھذلولیة ھي احدى الھندسات اللااقلیدیة والتي عمل على بنائھا وتطویرھا كلا من العالمین جون 
م) وذلك باخذ نقیض بدیھیة بلیفیر ( أحدى 1830- 1820بولیا الھنكاري ولوبا جفسكي الروسي في حدود (



مكافئات بدیھیة التوازي لاقلیدس ) والذي ھو ( من نقطة لا تقع على خط معلوم، یمكن رسم اكثر من مواز واحد 
لذلك الخط المعلوم ). وبھذا اصبحت الھندسة الھذلولیة نظام بدیھي یعتمد على البدیھیات الاربعة الاولى لاقلیدس 
بالاضافة الى بدیھیة اخرى تناقض بدیھیة التوازي لاقلیدس والتي سمیت بالبدیھیة الممیزة للھندسة الھذلولیة او 

 بدیھیة التوازي الھذلولیة.

 :-  (HPP)) بدیھیة التوازي الھذلولي 1بدیھیة (

  بحیث :-  PS و PR نقطة خارجھ عنھ فأنھ یوجد شعاعین مثل P مستقیم mإذا كان 

a (PR و PS  غیر متعاكسین 

b (PR و PS لا یشتركان مع m 

c الشعاع (PQ یقطع المستقیم m إذا وفقط إذا كان یقع بین الشعاعین PR و PS 

البدیھیة أعلاه تعني أنھ یمكن رسم أكثر من مستقیم مواز ٍ لمستقیم معلوم من نقطة خارجھ عنھ والتي تمثل نقض 
 بدیھیة أقلیدس الخامسة .

 نقطة من  m شعاعین متوازیین لخط المستقیم HPP الواردان في بدیھیة PS و PRن االشعاع یسمى تعـریـف :-
 P 

  لغرض تمثیل الھندسة الھذلولیة باستخدام المفاھیم والمصطلحات الاقلیدیة، ھناك نموذجین للتعبیر عن الھندسة 
 الھذلولیة(الزائدیة) ھما :-

النموذج الذي قدمھُ كلاین ینص على أن المستوي الھذلولي (الزائدي)  :- Klein Model ) نموذج كلاین 1
 ھو الأوتار المفتوحة الھذلوليھو عبارة عن النقاط الداخلیة لدائرة في المستوي الأقلیدي ومستقیمات المستوي 

لھذه الدائرة (وتر الدائرة یسمى وتر مفتوح إذا كان لا یحتوي نقاط محیط الدائرة ) . 

 حسب n لا یشتركان مع المستقیم P اللذان یمران بالنقطة  m , l     یلاحظ في الشكل أدناه أن المستقیمین 
 . تعریف التوازي الھذلولي وحقیقة أنھما یلتقیان خارج الدائرة لا تھمنا وذلك لأنھا تقع خارج المستوي الھذلولي

 

 

النموذج الذي قدمھُ ینص على اعتبار المستقیمات  :-  Poincare Model) نموذج بون كیري2
(الخطوط) ھي أقواس مفتوحة من الدوائر المعامدة لدائرة التي  تمثل المستوي الھذلولي (تكون دائرتان 

 متعامدتان

 إذا كانت أنصاف أقطار كل منھما المارة بنقطتي التقاطع متعامدة) .

 
A 

B 

m 

S 

P 

R Q 

n P 

l m 



 

 نقطة على B الخارجیة عنھ و P النقطة  من m شعاعان موازیان للمستقیم PS و PRإذا كان  :-)57مبرھنة (
m فأن أي شعاع PQ یقع بین الشعاعین PR و PB یقطع m . 

 m یقطع المستقیم PBنفرض أن الشعاع   البرھان :-

 PS و  PR یقع بین الشعاعینPB الشعاع (HPP).∙. من بدیھیة 

 PB و PRیقع بین PQنفرض 

 m یقطع PQیجب أن نبرھن أن الشعاع 

 .∙.PQ یقع بین الشعاعین PR و PB  

 .∙.PQ یقع  بین الشعاعینPRو PS   : من مبرھنة 

 و BA یقع بین الشعاعین BDفأن  BE و BC یقع بین BD وكان BA و BD یقع بین BC(إذا كان الشعاع  
BE (

 .m یقطع PQ) الشعاع HPP.∙. من بدیھیة (

    داخلیة للزاویة D  إذا و فقط إذا كان AOB  منصف للزاویة ODیقال أن الشعاع  تعـریـف :-
AOB  و  AOD �   BOD . 

   لكل زاویة منصف وحید .) :-58مبرھنة (

 من  m نقطة خارجھ عنھ فأنھ یوجد مستقیم واحد عمودي على المستقیمP مستقیم mإذا كان  ) :-59مبرھنة (
  .Pالنقطة 

   RPS  فأن المنصف للزاویة P من النقطة m موازیان للمستقیم PS و PRإذا كان الشعاعان  ) :-60مبرھنة (
  . m المستقیمیكون عمودیا ً على 

 RPS  منصف للزاویة PAنفرض أن الشعاع  البرھان :-

  Dفي نقطة مثل  m یقطع المستقیم  PA) الشعاع HPPمن بدیھیة (

 mالمستقیم   عمودیا ً علىPAیجب أن نبرھن أن الشعاع 

 m  غیر عمودي علىPAنفرض أن 

 m عمودیا ً على PB ) یوجد شعاع مثل59من مبرھنة (

�  RPB ) 58من مبرھنة (   BPS   
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 RPS  داخلیة للزاویة B   وRPS  لزاویةا داخل PB) الشعاع HPPمن بدیھیة (

 .∙.PB یكون منصف للزاویة RPS   ) 58وھذا یناقض مبرھنة (

 .∙.PDالمستقیم   عمودي علىm. 

 ھما الشعاعان الموازیان PS و PR ، و m  المستقیمعلى مستقیم معلومیاً عمود PQ الشعاع نكا -  إذانتیجة:
  زاویتان حادتان .  RPQ  و SPQ  ، فان P  النقطة منmللمستقیم 

 

  المثلث الھذلولي الزائدي :-

 B وA قاطع لھما في نقطتین m شُعاعان متوازیان وكان المستقیم YS و XPإذا كان الشعاعان  تعــــریـــف :-
یسمى المــثلــث  AB وقطعة المستقیم B و A و BS و AP فأن إتحاد الشعاعین [YBS] و [XAP]بحیث أن 

 (T. V.T)(Two – Vettices – Triangle) ویرمز لھ بالرمز )مثلث ذو راسین(الـھـذلــولــي

 

 

 T.V.Tتسمى ضلع المثلث ABقطعة المستقیم *

 وكذلك تسمى الزوایا الداخلیة للمثلث T.V.Tتسمى زاویتین المثلث ABS   و BAP * الزاویتین 

 T.V.T تسمى زوایا خارجیة للمثلث YBA   و XAB  تسمى رؤوس المثلث . الزاویتین B و A* النقطتین 

 اللتان لیستا متجاورتین تسمیان زوایا متبادلة T.V.Tالزاویتان الداخلیتان والخارجیتان للمثلث 

 وجھة الخط  B التي تحتوي AP وجھة الخط P التي تحتوي ABھو تقاطع جھة الخط T.V.Tداخل المثلث  *

BS  التي تحتوي A 

ھي النقاط التي لا تقع داخل وعلى المثلث . T.V.Tالنقاط الخارجیة للمثلث * 

 PABS سوف نمثلھُ بالشكل AB وقطعة المستقیم BS و AP مع الشعاعین T.V.Tالمثلث  *

 إذا كان شعاعان في الاتجاه یوازیان شعاعاً ثالثا ً فأن أحدھما یوازي الأخر  ) :-61مبرھنة (

 )268.(الكتاب المنھجي ص:-البرھان 

 P  من النقطة m موازي للمستقیم PR والشعاع m نقطة لیست على المستقیم Pإذا كانت  ) :-62مبرھنة (
 واجب.   m موازي للمستقیم AR فأن الشعاع [APR] أو [PAR] نقطة بحیث Aوكانت 

 ) :- 63مبرھنة (
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A(  المستقیم المار بنقطة داخلیة للمثلثRABS) T.V.T   وأحد رؤوس ذلك المثلث فأنھ یقطع الشعاع المقابل (
 لذلك الرأس .

B(  المستقیم المار بنقطة داخلیة للمثلثRABS. ویوازي أحد الشعاعین فأنھ یقطع ضلع المثلث  

 RABS نقطة داخلیة للمثلث Pنفرض أن   A)(:- البرھان 

  Bیمر بالرأس   mإذا كان المستقیم 

 Aوكذلك إذا كان المستقیم یمر بالرأس  AR یقطع الشعاع BPالشعاع  )57فأنھ من مبرھنة ( 

 BSیقطع الشعاع AP ) الشعاع 57     فأنھ من مبرھنة (

)(B   نفرض أن نقطةP نقطة داخلیة للمثلث RABS 

  BS یوازي أحد الشعاعین ولیكنPD    وكذلك المستقیم 

 C  في نقطة مثلBS یقطع الشعاع AP الشعاع A)) (63    من مبرھنة (

 P في نقطة AC یقطع PD  .∙. المستقیم 

الضلع  یقطع لاPD  ولكن من الفرض AB أو الضلع BC أما أن یقطع الضلع PD .∙. من بدیھیة باش المستقیم 
BC 

 AB.    .∙. یقطع الضلع 
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