
        Cauchy sequence                           كوشــي متتابعة

  تعريف:

𝑛=1{𝑆𝑛} يقال للمتتابعة  
𝜀بأنها كوشي، إذا كان لكل ∞ > . بحيث ان  𝑁، يوجد عدد طبيعي مثل  0

|𝑆𝑛 − 𝑆𝑚| < 𝜀     ,   ∀𝑚 , 𝑛 ≥ 𝑁  .خلاف ذلك المتتابعة ليست كوشي . 

 برهن ان المتتابعات التالية هي كوشي  مثال:

 {
𝑛+2 

2𝑛+5
}

𝑛=1

∞

(1 

𝜀نأخذ        الحل: >   بحيث ان Nيجب ان نبرهن انه يوجد عدد طبيعي مثل  0

                         |𝑆𝑛 − 𝑆𝑚| < 𝜀     ,   ∀𝑚 , 𝑛 ≥ 𝑁      

𝑆𝑛  نفرض ان =
𝑛+2 

2𝑛+5
  , 𝑆𝑚 =

𝑚+2 

2𝑚+5
  ,   

∴ |𝑆𝑛 − 𝑆𝑚| = |
𝑛 + 2 

2𝑛 + 5
−

𝑚 + 2 

2𝑚 + 5
| 

|𝑆𝑛 − 𝑆𝑚| = |
𝑛 − 𝑚 

(2𝑛 + 5)(2𝑚 + 5)
| 

|𝑆𝑛 − 𝑆𝑚| ≤
𝑛 

(2𝑛 + 5)(2𝑚 + 5)
+

𝑚 

(2𝑛 + 5)(2𝑚 + 5)
 

<
𝑛 

(2𝑛)(2𝑚)
+

𝑚 

(2𝑛)(2𝑚)
 

<
𝑛 

(𝑛)(𝑚)
+

𝑚 

(𝑛)(𝑚)
 

=
𝑛 

𝑚𝑛
+

𝑚 

𝑚𝑛
 

<
1

𝑛
+

1

𝑚
 

      ان  بحيث   𝑁يوجد عدد طبيعي مثل  (نص مطلوب )حسب خاصية ارخميدس)

                                       
1

𝑚
≤

1

𝑁
  ,

1

𝑛
≤

1

𝑁
             

 1

𝑁
< 𝜀   , ∀ 𝑚 , 𝑛 ≥ 𝑁     

|𝑆𝑛 − 𝑆𝑚| <
2

𝑁
< 𝜀   , ∀𝑚 , 𝑛 ≥ 𝑁   

 اذن المتتابعة كوشي . 

∀𝑚 , 𝑛 ≥
2

𝜀
 



 {
𝑛2+1

𝑛3+1 
}

𝑛=1

∞

(2 

𝜀نأخذ    الحل: >   بحيث ان Nيجب ان نبرهن انه يوجد عدد طبيعي مثل  0

                         |𝑆𝑛 − 𝑆𝑚| < 𝜀     ,   ∀𝑚 , 𝑛 ≥ 𝑁      

𝑆𝑛  نفرض ان =
𝑛2+1

𝑛3+1 
  , 𝑆𝑚 =

 𝑚2+1

𝑚3+1 
 

∴ |𝑆𝑛 − 𝑆𝑚| = |
𝑛2 + 1

𝑛3 + 1 
−

 𝑚2 + 1

𝑚3 + 1 
| 

= |
𝑛2𝑚2(𝑚 − 𝑛) + 𝑚3 − 𝑛3 + 𝑛2 − 𝑚2

(𝑛3 + 1)(𝑚3 + 1) 
| 

= |
𝑛2𝑚3 − 𝑛2𝑚2 + 𝑚3 − 𝑛3 + 𝑛2 − 𝑚2

(𝑛3 + 1)(𝑚3 + 1) 
| 

≤
𝑛2𝑚3 + 𝑛2𝑚2 + 𝑚3 + 𝑛3 + 𝑛2 + 𝑚2

(𝑛3 + 1)(𝑚3 + 1) 
 

<
𝑛2𝑚3 + 𝑛2𝑚2 + 𝑚3 + 𝑛3 + 𝑛2 + 𝑚2

(𝑛3)(𝑚3) 
 

=
𝑛2𝑚3

(𝑛3)(𝑚3)
+

𝑛2𝑚2

(𝑛3)(𝑚3)
+

𝑚3

(𝑛3)(𝑚3)
+

𝑛3

(𝑛3)(𝑚3)
+

𝑛2

(𝑛3)(𝑚3)

+
𝑚2

(𝑛3)(𝑚3)
 

=
1

𝑛
+

1

𝑚𝑛
+

1

𝑛3
+

1

𝑚3
+

1

𝑛𝑚3
+

1

𝑛𝑚3
 

<
1

𝑛
+

1

𝑛
+

1

𝑛
+

1

𝑚
+

1

𝑚
+

1

𝑚
 

=
3

𝑛
+ +

3

𝑚
 

      ان  بحيث   𝑁يوجد عدد طبيعي مثل  (نص مطلوب )حسب خاصية ارخميدس)

                                     
1

𝑚
≤

1

𝑁
  ,

1

𝑛
≤

1

𝑁
            

 1

𝑁
< 𝜀   , ∀ 𝑚 , 𝑛 ≥ 𝑁   

)∀𝑚 , 𝑛 ≥
6

𝜀
( 



|𝑆𝑛 − 𝑆𝑚| <
6

𝑁
< 𝜀   , ∀𝑚 , 𝑛 ≥ 𝑁   

 

  .اذن المتتابعة كوشي

   

 {
𝑛−1

𝑛+2 
}

𝑛=1

∞

3  )  

𝜀نأخذ  : الحل >   بحيث ان Nيجب ان نبرهن انه يوجد عدد طبيعي مثل  0

|𝑆𝑛 − 𝑆𝑚| < 𝜀     ,   ∀𝑚 , 𝑛 ≥ 𝑁 

𝑆𝑛  نفرض ان =
𝑛−1

𝑛+2 
  , 𝑆𝑚 =

𝑚−1

𝑚+2 
 

∴ |𝑆𝑛 − 𝑆𝑚| = |
𝑛 − 1

𝑛 + 2 
−

𝑚 − 1

𝑚 + 2 
| 

= |
(𝑚 + 2)(𝑛 − 1) − (𝑛 + 2)(𝑚 − 1)

(𝑛 + 2 )(𝑚 + 2)
| 

= |
𝑚𝑛 − 𝑚 + 2𝑛 − 2 − (𝑚𝑛 − 𝑛 + 2𝑚 − 2)

(𝑛 + 2 )(𝑚 + 2)
| 

= |
−3𝑚 + 3𝑛

(𝑛 + 2 )(𝑚 + 2)
| 

= 3 |
−𝑚

(𝑛 + 2 )(𝑚 + 2)
+

𝑛

(𝑛 + 2 )(𝑚 + 2)
| 

≤ 3 (
𝑚

(𝑛 + 2 )(𝑚 + 2)
+

𝑛

(𝑛 + 2 )(𝑚 + 2)
) 

< 3 (
𝑚

(𝑛 )(𝑚)
+

𝑛

(𝑛 )(𝑚)
) 

= 3 (
1

𝑛
+

1

𝑚
) 

      ان  بحيث   𝑁يوجد عدد طبيعي مثل  (نص مطلوب )حسب خاصية ارخميدس)

                                     
1

𝑚
≤

1

𝑁
  ,

1

𝑛
≤

1

𝑁
            

 1

𝑁
< 𝜀   , ∀ 𝑚 , 𝑛 ≥ 𝑁   

)∀𝑚 , 𝑛 ≥
6

𝜀
( 



|𝑆𝑛 − 𝑆𝑚| <
6

𝑁
< 𝜀   , ∀𝑚 , 𝑛 ≥ 𝑁   

∴ |
𝑛 − 1

𝑛 + 2 
−

𝑚 − 1

𝑚 + 2 
| ≤

6

𝑁
< 𝜀 , ∀𝑚 , 𝑛 ≥

6

𝜀
 

 المتتابعة كوشي 

𝑛=1{𝑛√} المتتابعة  برهن ان    مثال 
 ليست متتابعة كوشي .  ∞

 /الحل

ε نفرض ان  المتتابعة كوشي ونأخذ > 𝑆𝑛ونفرض ان   0 = √𝑛      ,𝑆𝑚 = √𝑚 

|𝑆𝑚 − 𝑆𝑛| = |√𝑛 − √𝑚| = | 𝑛−𝑚

√𝑛+√𝑚
| ≤ 𝑛

√𝑛+√𝑚
+ 𝑚

√𝑛+√𝑚
 

𝑛=1{𝑛√}بما ان 
 بحيث ان   Nوجد عدد طبيعي مثل ي  متتابعة كوشي نحصل ∞

|√𝑛 − √𝑚| ≤ √𝑛 + √𝑚 <∈ , ∀𝑛, 𝑚 ≥ 𝑁 ∈ ℕ 

𝑛√وهذا لا يمكن لأن   ≥ √𝑁 , √𝑚 ≥ √𝑁  كذلك , ∀𝑛, 𝑚 ∈ ℕ 

𝒏=𝟏{𝒏√}اذن 
 ليست متتابعة كوشي . ∞

 

𝑛=1{𝑛(1−)} بيّن ان المتتابعة  مثال:
 ليست كوشي   ∞

 الحل:

𝜀نفرض ان  = 𝑚ونأخذ  1 = 2𝑚 + 1 , 𝑛 = 2𝑛  

|𝑆𝑛 − 𝑆𝑚| = |(−1)2𝑛 − (−1)2𝑚+1 | 

= |((−1)2)𝑛 − ((−1)2)𝑚(−1)| 

= |1 − (−1)| = 2 > 𝜀 = 1 

 المتتابعة ليست كوشي 

𝑛} بيّن ان المتتابعة  مثال: +
(−1)𝑛

𝑛
}

𝑛=1

∞

 ليست كوشي   

𝜀نفرض ان  = 𝑚ونأخذ  1 = 2𝑁 − 1 , 𝑛 = 2𝑁  

|𝑆𝑛 − 𝑆𝑚| = |(2𝑁 +
(−1)2𝑁

𝑁
) − ((2𝑁 − 1) +

(−1)2𝑁−1

2𝑁 − 1
)| 



= |(2𝑁 −
1

𝑁
) + ((−2𝑁 + 1) +

1

2𝑁 − 1
)| 

= |(−
1

𝑁
) + (1 +

1

2𝑁 − 1
)| 

≤
1

𝑁
+ 1 +

1

2𝑁 − 1
 

1 +
1

𝑁
+

1

2𝑁 − 1
> 𝜀 = 1 

 

𝑛=1{𝑆𝑛}اذا كانت  /مبرهنة
 متتابعة كوشي فأنها تكون مقيدة .∞

𝑛=1{𝑆𝑛}نفرض ان  /البرهان
<∋∀متتابعة كوشي و ∞ 0, ∃𝑁 ∈ ℕ: |𝑆𝑛 − 𝑆𝑚|, ∀𝑛, 𝑚 ≥ ℕ 

|𝑆𝑛 − 𝑆𝑚| <∈→ |𝑆𝑛| ≤∈ +|𝑆𝑚|, ∀𝑛 ≥ 𝑁 

∈ +|𝑆𝑚|}|,1-N|,…..|S2|,|S1M=max{|S 

→ |𝑆𝑛| < 𝑀, ∀𝑛 ∈ ℕ المتتابعة  مقيدة    

 

𝑛=1{𝑆𝑛}متتابعة الاعداد الحقيقية  /مبرهنة
 تكون متقاربة اذا وفقط اذا كانت متتابعة كوشي . ∞

<∋نفرض  ←/البرهان 𝑛=1{𝑆𝑛}والمتتابعة   0
 Sتكون متقاربة للعدد  ∞

∃𝑁𝜖ℕ: |𝑆𝑛 − 𝑆| < 𝜀, ∀𝑛 ≥ 𝑁, |𝑆𝑚 − 𝑆| < 𝜀, ∀𝑚 ≥ 𝑁 

∴ |𝑆𝑛 − 𝑆𝑚| = |𝑆𝑛 − 𝑆𝑚 − (𝑠 − 𝑠)| = |𝑆𝑛 − 𝑆 − (𝑆𝑚 − 𝑆)| 

≤ |𝑆𝑛 − 𝑆| + |𝑆𝑚 − 𝑆| < 2𝜀    ∀𝑛, 𝑚 ≥ 𝑁 

 اذن المتتابعة كوشي   

𝑛=1{𝑆𝑛} نفرض ان المتتابعة  →
 هي كوشي ∞

 

→ ∃𝑁1 ∈ ℕ: |𝑆𝑛 − 𝑆𝑚| < 𝜀, ∀𝑛, 𝑚 ≥ 𝑁1 

𝑛=1{𝑆𝑛}بما ان 
المتتالعة مقيدة ومن مبرهنة بولزانو واير ستراس  )كل متتابعة   ←متتابعة كوشي  ∞

 مقيدة تحتوي على متتابعة جزئية ( 

𝑛=1{𝑆𝑛}اذن يوجد متتابعة جزئية متقاربة من 
𝑆𝑛𝑘}ولتكن   ∞

}𝑘=1
∞ 



𝑆𝑛𝑘نفرض   
→ 𝑆   عندماk→ ∞   

,∃𝑁2 ∈ ℕ = |𝑆𝑛𝑘
− 𝑆| < 𝜀, ∀𝑛𝑘 ≥ 𝑁2 

 |𝑆𝑛 − 𝑆| = |𝑆𝑛 − 𝑆 − 𝑆𝑛𝑘
+ 𝑆𝑛𝑘

| = |𝑆𝑛 − 𝑆𝑛𝑘
+ 𝑆𝑛𝑘

| ≤ |𝑆𝑛 − 𝑆𝑛𝑘
| +

|𝑆𝑛𝑘
− 𝑆| < 2𝜀, ∀𝑛 ≥ 𝑁 = max{𝑁1, 𝑁2} 

𝑛=1{𝑆𝑛}اذن المتتابعة 
   متتابعة متقاربة . ∞

 

 العمليات الجبرية على المتتابعات 

 مبرهنة:

𝑛=1{𝑇𝑛} إذا كانت  
∞  , {𝑆𝑛}𝑛=1

, 𝑆متتابعتين متقاربتين للعددين  ∞ 𝑡 على التوالي فأن 

• 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

(𝑇𝑛 ± 𝑆𝑛) = 𝑆 ± 𝑡 

• 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

(𝑇𝑛𝑆𝑛) = 𝑆𝑡 

• lim 
𝑛→∞

(
𝑆𝑛

𝑇𝑛
) =

𝑆

𝑡
    𝑡 ≠ 0 

 البرهان 

• lim 
𝑛→∞

(𝑡𝑛 + 𝑆𝑛) = 𝑆 + 𝑡 

𝜀نأخذ  > 𝑆𝑛   ونفرض ان  0 → 𝑆   عندما𝑛 → بحيث  𝑁1, نحصللل يوجد عدد طبيعي مثل  ∞

 ان  

|𝑆𝑛 − 𝑆| <
𝜀

2
   , ∀𝑛 ≥ 𝑁1   

𝑇𝑛وكذلك     → 𝑡  عندما𝑛 →  بحيث ان 𝑁2, نحصل يوجد عدد طبيعي مثل    ∞

|𝑇𝑛 − 𝑡| <
𝜀

2
   , ∀𝑛 ≥ 𝑁2   

|𝑆𝑛 + 𝑇𝑛  − (𝑆 + 𝑡)| = |𝑆𝑛 − 𝑆 + 𝑇𝑛 − 𝑡| ≤ |𝑆𝑛 − 𝑆| + |𝑇𝑛 − 𝑡| <
𝜀

2
+

𝜀

2
= 𝜀 

∀𝑛 ≥ 𝑁 = max{𝑁1 , 𝑁2}  

 اذن 



lim 
𝑛→∞

(𝑡𝑛 + 𝑆𝑛) = 𝑆 + 𝑡 

 تمارين

 لا  ام مقيدة  التالية المتتابعات  كانت  إذا  فيما بين -1

1-  {−
1

𝑛
}

𝑛=1

∞
               2 -     {1 −

(−1)𝑛

𝑛
}

𝑛=1

∞

 

 

 متقاربة التالية  المتتابعات  ان برهن -2

1-  {
𝑛3

𝑛3+1
}

𝑛=1

∞

𝑛√}    -2               1للعدد + 1 − √𝑛}
𝑛=1

∞
}   - 3        0للعدد  

2𝑛

2𝑛+1
}

𝑛=1

∞

  

   1للعدد  

 

 تو لا  كوشي هي التالية المتتابعات ان برهن  -3.   

1- {
2𝑛

2𝑛+1 
}

𝑛=1

∞

             2-    {
𝑛2+𝑛+1

𝑛2+1
}

𝑛=1

∞

           3-   {
3𝑛

2𝑛+1 
}

𝑛=1

∞

      4-    {𝑛 +
(−1)𝑛

𝑛 
}

𝑛=1

∞

 

 

 متباعدة   التالية  المتتابعات ان برهن -4.

1-     {𝑛2}𝑛=1
∞

                         2-     {2𝑛}𝑛=1
∞

                       3-           {
3𝑛

2𝑛 
}

𝑛=1

∞

 

 

 


