
 Sequences      )المتتاليات( المتتابعات 

 :2.1.1تعريف

 ومجالها المقابل الاعداد الحقيقية أي ان :  الطبيعيةمجالها الاعداد   دالة  هي  المتتابعة 
  : ℕ → 𝑈 ⊆ ℝ  بالشكل وتكتب 

𝑓(𝑛) = 𝑆(𝑛) = 𝑆𝑛 , 𝑛 ∈  ℕ 

> بالرمز  للمتتابعة يرمز  𝑆𝑛 >𝑛=1 
∞

𝑛=1{𝑆𝑛} بالرمز  او 
∞

  فأن ، بالتالي 

{𝑆𝑛}𝑛=1
∞ = {𝑆1, 𝑆2, 𝑆3, … }  

 :امثلة

{𝑛}𝑛=1
∞ = {1,2,3,4,5, … } 

{(−1)𝑛}𝑛=1
∞ = {−1,1, −1,1, … } 

{
1

2𝑛
}

𝑛=1

∞

= {
1

2
 ,

1

4
 ,

1

8
 ,

1

16
 , … } 

{1}𝑛=1
∞ = {1,1,1,1,1,1, … } 

𝑆𝑛 ∈ 𝑢 ⊆ 𝑅  ,𝑆𝑛  يمثل الحد النوني للمتتابعة 

 

 المتتابعة المقيدة 

 تعريف:

𝑛=1{𝑆𝑛}يقاا  للمتاابعاة    
∞

𝑀انهاا مقياد ، ا ا و اد  ادد يقيقي     > | 𝑆𝑛|بحيا     0 ≤ 𝑀    ∀𝑛 ∈ ℕ ,    خلاف

  لك يقا  انها غير مقيد  .

𝑛=1{𝑆𝑛}المتتابعة  :ملاحظة
∞

:𝑆𝑛} تكون مقيد  ا ا كانت المجمو ة  𝑛 ∈ 𝑁} مقيده 

 

 بين فيما ا ا كانت المتتابعات التالية بأنها مقيد  ام لا  مثال :

1. {−𝑛}𝑛=1
∞

 

2. {
(−1)𝑛

𝑛
}

𝑛=1

∞

 

3. {
𝑛+2 

2𝑛+1
}

𝑛=1

∞
 

4. {2𝑛 + 1 }𝑛=1
∞   H.W 

5. {
1 

2
−

1 

𝑛
}

𝑛=1

∞
 H.W    

 :الحلول

 



1. {−𝑛}𝑛=1
∞

 

{|−𝑛 |}𝑛=1
∞ = {1,2,3,4,5, . . . } 

𝑛=1{𝑛−} المتتابعة  بالتالي مقيد  غير المطلقة القيم متتابعة ان  لى  نحصل
  مقيد  غير   ∞

2. {
(−1)𝑛

𝑛
}

𝑛=1

∞

 

{|
(−1)𝑛

𝑛
|}

𝑛=1

∞

= {1,
1

2
 ,

1

3
 , … } 

  `0 باا الأسفل ومن 1 باا الأ لى من مقيد  المطلقة القيم متابعة ان  لى  نحصل

 مقيد  المتتابعة ، ا ن  الشرط يحقق  𝑀 يو د ، ا ن   مقيد  المطلقة القيم متابعة ا ن

{|
(−1)𝑛

𝑛
|}

𝑛=1

∞

≤ 1 = 𝑀 

3. {
𝑛+2 

2𝑛+1
}

𝑛=1

∞
 

{|
𝑛 + 2 

2𝑛 + 1
|}

𝑛=1

∞

= {1 ,
4

5
 ,

5

7
 ,

6

9
 , … } 

  الشرط يحقق  𝑀 يو د ا ن  ،  1 باا الأ لى من مقيد  المطلقة القيم متابعة ان  لى نحصل

{|
𝑛 + 2 

2𝑛 + 1
|}

𝑛=1

∞

≤ 1 = 𝑀 

 

 

 تقارب المتتابعة 

 تعريف

𝑛=1{𝑆𝑛}يقاا  للمتتاابعاة    
∞

𝜀ا ا كان لكال   ، 𝑆للعادد    (convergent)بأنهاا متقااةبة      > ) دد يو د  دد طبيعي  0

 بحي  أن  𝑁مثل  صحيح مو ب(

|𝑆𝑛 − 𝑆| < 𝜀  , ∀ 𝑛 ≥ 𝑁 

 (Divergence)خلاف  لك تسمى المتتابعة متبا د  

𝑙𝑖𝑚نكتاب   •
𝑛→∞

𝑆𝑛 = 𝑆     ،𝑆𝑛 → 𝑆    نادماا 𝑛 → المتتاابعاة      (limit)يساااامى غااياة     𝑆،  وأن العادد    ∞

{𝑆𝑛}𝑛=1
∞       



n 

}برهن ان المتتابعة مثال :
𝑛

𝑛+1
}

𝑛=1

∞
 1متقاةبة من العدد   

ε∀                                                       الحل: > 0, ∃ 𝑁 ∈ N: |𝑆𝑛 − 𝑆| < 𝜀  , ∀ 𝑛 ≥

𝑁 

𝜀 لكل  نأخذ  >  بحي  ان  𝑁يجب ان نبرهن ان يو د  دد طبيعي مثل  0

|𝑆𝑛 − 𝑆| < 𝜀  , ∀ 𝑛 ≥ 𝑁 

|𝑆𝑛 − 𝑆| = |
𝑛

𝑛 + 1
− 1 | = |

1

𝑛 + 1
| 

1

𝑛 + 1
<

1

𝑛
 

|
𝑛

𝑛 + 1
− 1 | <

1

𝑛
≤

1

𝑁
 < 𝜀  , ∀ 𝑛 ≥ 𝑁   

𝜀   بماان > بحيا  ان     𝑁 ادد يقيقي مو اب يو اد  ادد طبيعي مثال    0
1

𝑁
< 𝜀 ← 𝜀𝑁 > 1  

 )خاصية اةخميدس(

|
𝑛

𝑛 + 1
− 1 | <

1

𝑛
≤

1

𝑁
 < 𝜀  , ∀ 𝑛 ≥ 𝑁   

 .1ا ن المتتابعة متقاةبة للعدد 

nS 

S 

S 

S 



}برهن ان المتتابعة  مثال :
𝑛+1

3𝑛+2
}

𝑛=1

∞
متقاةبة من العدد   

1

3
 

ε∀                                                الحل: > 0, ∃ 𝑁 ∈ N: |𝑆𝑛 − 𝑆| < 𝜀  , ∀ 𝑛 ≥ 𝑁 

𝜀 لكل نأخذ  >  بحي  ان  𝑁يجب ان نبرهن ان يو د  دد طبيعي مثل  0

|𝑆𝑛 − 𝑆| < 𝜀  , ∀ 𝑛 ≥ 𝑁 

|𝑆𝑛 − 𝑆| = |
𝑛 + 1

3𝑛 + 2
−

1

3
 | = |

1

9𝑛 + 6
| 

1

9𝑛 + 6
<

1

9𝑛
<

1

𝑛
 

|
𝑛 + 1

3𝑛 + 2
−

1

3
 | <

1

𝑛
≤

1

𝑁
   , ∀ 𝑛 ≥ 𝑁   

𝜀   بماان   >   بحيا  ان   𝑁 ادد يقيقي مو اب يو اد  ادد طبيعي مثال    0
1

𝑁
< 𝜀 ← 𝜀𝑁 > 1 

 )خاصية اةخميدس(

|
𝑛 + 1

3𝑛 + 2
−

1

3
 | <

1

𝑛
≤

1

𝑁
< 𝜀  , ∀ 𝑛 ≥ 𝑁   

 للعدد متقاةبة المتتابعة ا ن
1

3
. 

 

} المتتابعة ان برهن  : مثال
1

2𝑛+1
}

𝑛=1

∞
 0 العدد من متقاةبة 

ε∀                                             : الحل > 0, ∃ 𝑁 ∈ N: |𝑆𝑛 − 𝑆| < 𝜀  , ∀ 𝑛 ≥ 𝑁 

𝜀 لكل نأخذ  >  بحي  ان 𝑁يجب ان نبرهن ان يو د  دد طبيعي مثل  0

|𝑆𝑛 − 𝑆| < 𝜀  , ∀ 𝑛 ≥ 𝑁 

|𝑆𝑛 − 𝑆| = |
1

2𝑛 + 1
− 0 | = |

1

2𝑛 + 1
| 

1

2𝑛 + 1
<

1

2𝑛
<

1

𝑛
 

|
1

2𝑛 + 1
− 0 | <

1

𝑛
≤

1

𝑁
   , ∀ 𝑛 ≥ 𝑁   

𝜀   بماان       >   ان  بحيا   𝑁  مثال  طبيعي   ادد  يو اد  مو اب  يقيقي  ادد   0
1

𝑁
< 𝜀 ← 𝜀𝑁 >  خااصااااياة)   1

 (اةخميدس

|
1

2𝑛 + 1
− 0 | <

1

𝑛
≤

1

𝑁
   < 𝜀  , ∀ 𝑛 ≥ 𝑁   

 .0 للعدد متقاةبة المتتابعة ا ن



} المتتابعة ان برهن  مثال :
4𝑛+5

3𝑛+1
}

𝑛=1

∞
 العدد من متقاةبة  

4

3
 

ε∀                                                                      :  الحل > 0, ∃ 𝑁 ∈ N: |𝑆𝑛 − 𝑆| <

𝜀  , ∀ 𝑛 ≥ 𝑁 

𝜀 لكل نأخذ  >  بحي  ان  𝑁يجب ان نبرهن ان يو د  دد طبيعي مثل  0

|𝑆𝑛 − 𝑆| < 𝜀  , ∀ 𝑛 ≥ 𝑁 

|𝑆𝑛 − 𝑆| = |
4𝑛 + 5

3𝑛 + 1
−

4

3
 | = |

11

9𝑛 + 3
| 

11

9𝑛 + 3
<

11

9𝑛
<

11

𝑛
 

|
𝑛 + 1

3𝑛 + 2
−

4

3
 | <

11

𝑛
≤

11

𝑁
   , ∀ 𝑛 ≥ 𝑁   

   بمان  
𝜀

11
>   ان بحي    𝑁 مثل  طبيعي   دد  يو د  مو ب يقيقي   دد 0

11

𝑁
< 𝜀 ←

𝜀

11
𝑁 > 1  

 (اةخميدس  خاصية)

|
𝑛 + 1

3𝑛 + 2
−

4

3
 | <

11

𝑛
≤

11

𝑁
< 𝜀  , ∀ 𝑛 ≥ 𝑁   

ا ن المتتابعة متقاةبة للعدد 
4

3
. 

𝑛=1{𝑛} المتتابعة ان برهن  مثال :
∞   متبا د   

𝑆 𝜀 للعدد  متقاةبة المتتابعة ان  نفرض: الحل = 1, 

  ان بحي  𝑁 مثل طبيعي  دد يو د ا ن 

|𝑛 − 𝑆| < 𝜀     , ∀ 𝑛 ≥ 𝑁   

𝑛 − |𝑆| < |𝑛 − 𝑆| < 𝜀      

𝑛 − |𝑆| < 𝜀      

𝑛 ≤ 𝜀 + |𝑆|    , ∀ 𝑛 ≥ 𝑁   

  ان نلايظ

𝑁 > 𝑁 − 1 > 𝑁 − 2 > ⋯ > 1  

  ان  نفرض

𝑀 = 𝑚𝑎𝑥{𝑁, 𝜀 + |𝑆|} 



𝑛 ا ن < 𝑀  لكل 𝑛 ≥ 1   

 مقيد  المتتابعة ا ن

𝑛=1{𝑛} تكون ان يجب ، ا ن لان المتتابعة غير مقيد (  ( تناقض وهذا
∞  . متبا د   

 : تمارين

{𝑛√} المتتابعة ان برهن   -1 
𝑛=1

∞
   متبا د   

} المتتابعة ان برهن    -2.
𝑛2+1

𝑛2+𝑛+1 
}

𝑛=1

∞

 1 العدد من متقاةبة  

} المتتابعة ان برهن -1
𝑛

2𝑛+1 
}

𝑛=1

∞
 1/2 العدد من متقاةبة  

} المتتابعة ان برهن -2
1

6𝑛 
}

𝑛=1

∞
  0 العدد من متقاةبة  

𝑛√} المتتابعة ان برهن -3 + 1 + √𝑛}
𝑛=1

∞
 0 العدد من متقاةبة 

 

 . وحيدة تكون المتقاربة المتتابعة غايةمبرهنة :

𝜀: نأخذ البرهان > , 𝑆1ونفرض ان   0 𝑆2    غايتين للمتتابعة{𝑆𝑛}𝑛=1
جب ان نبرهن ان  ي  , ∞

𝑠1~𝑠2 

 

𝑆𝑛بما ان  → 𝑆1   ندما 𝑛 →  بحي  ان  𝑁1يو د  دد مثل  ∞

|𝑆𝑛 − 𝑆1| <
𝜀

2
     , ∀ 𝑛 ≥ 𝑁1   

𝑆𝑛بالمثل   → 𝑆2   ندما 𝑛 →  بحي  ان  𝑁2يو د  دد مثل  ∞

|𝑆𝑛 − 𝑆2| <
𝜀

2
    , ∀ 𝑛 ≥ 𝑁2   

∴ | 𝑆2 − 𝑆1 | = |  𝑆1 − 𝑆2 + 𝑆𝑛 − 𝑆𝑛|| (𝑆𝑛 − 𝑆1) − (𝑆𝑛 − 𝑆2) | 

≤ |𝑆𝑛 − 𝑆1| + |𝑆𝑛 − 𝑆2| 

                                            |𝑆2  − 𝑆1 | <
𝜀

2
+

𝜀

2
< 𝜀               ∀𝑛 ≥

𝑚𝑎𝑥{ 𝑁1 , 𝑁2} 

𝑆1~𝑆2 



 

 

𝒏=𝟏{𝑺𝒏} كانت إذا  :مبرهنة
∞  مقيدة؟ تكون فأنها متقاربة،  متتابعة    

𝜀 نأخذ : البرهان > 𝑛=1{𝑆𝑛} المتتابعة ان ونفرض   0
 𝑆 للعدد متقاةبة ∞

هن ي مثل    يجب ان نبر
|M       |𝑆𝑛انه يوجد عدد حقيق  < 𝑀 , ∀𝑛 ≥ 𝑁    

 

𝑛=1{𝑆𝑛} المتتابعة ∵
 𝑆 للعدد  متقاةبة ∞

𝑆𝑛|    ان بحي  𝑁 مثل طبيعي  دد يو د ⇐  − 𝑆| < 𝜀     , ∀𝑛 ≥ 𝑁 

|𝑆𝑛| − |𝑆| < |𝑆𝑛 − 𝑆| ∵ 

⇒ |𝑆𝑛| − |𝑆| < 𝜀   , ∀𝑛 ≥ 𝑁 

⇒ |𝑆𝑛| < 𝜀 + |𝑆|    , ∀𝑛 ≥ 𝑁 

𝑀 ان  نفرض = 𝑚𝑎𝑥{|𝑆1|, |𝑆2|, … , |𝑆𝑁+1|, 𝜀 + |𝑆|} 

⇒ |𝑆𝑛| < 𝑀   , ∀𝑛 ≥ 1 

𝑛=1{𝑠𝑛}مقيد   المتتابعة  ∴
∞ 

𝑛=1{𝑆𝑛}: من المبرهنة أ لاه نلايظ ان التقيد شرط ضروةي لتقاةب المتتابعة  ملاحظة
∞ أي ان    .    

 في ياله  دم كون المتتابعة مقيد  فهي تكون متبا د  

:   كس المبرهنة ا لاه ليس دائماً صحيحاً اي ان ليس كل متتابعة مقيد  تكون متقاةبة المثا   ملاحظة

 التالي يوضح  لك

𝑛=1{𝑛(1−)}:  المتتابعة  مثال
ولكنها ليست متقاةبة و لك  1,1-هي متتابعة مقيد  بالعددين ∞

 1,1-لو ود غايتين للمتتابعة هما 

}المتتابعة  \ مثال:
1

𝑛
}

𝑛=1

∞
 0,1هي متتابعة متقاةبة فإن هي مقيد  يسب المبرهنة مقيد  بالعددين

 

}ابعة المتت \ مثال
𝑛

𝑛+1
}

𝑛=1

∞
 ,1هي متتابعة متقاةبة فهي مقيد  بالعددين 

1

2
 

 


