
 : Countable Sets                               المجموعات القابلة للعد

,𝐴  للمجموعتين  يقال: تعريف 𝐵 المجموعتين.  بين  تقابل تمثل دالة وجدت إذا  متكافئتان   بأنهما   

𝐴 كانت  إذا مثال = 𝐵  و  {1,2,3,4,5,6} = {𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4, 𝑎5, 𝑎6}  الدالة فان  𝑓: 𝐴 →

𝐵   الشمممممكممل  عملم   لمممفم فممة       𝑓(1) = 𝑎1 , 𝑓(2) = 𝑎2 , 𝑓(3) = 𝑎3 , 𝑓(4) =

𝑎4 , 𝑓(5) = 𝑎5 , 𝑓(6) = 𝑎6 

 (A~B) مكافئتان وتكتب  المجموعتين لذلك فأن B A,  المجموعتين  بين وشاملة  متباينة  دالة  تمثل

 

⊃ 𝐴: يقال للمجموعة تعريف 𝑅 بأنها قابلة للفد أذا كانت متكافئة مع ) مجموعة جزئية من مجموعة الأعداد               

 .ℕ  مجموعة الأعداد الطبيفية الطبيفية (

 

,1,2,3}  المنتهية  الطبيفية الاعداد مجموعة تكافئ كانت إذا  منتهية  بانها A للمجموعة يقال:  تعريف … , 𝑛}. 

تكون قابلة للفد.  :ملاحظة   اي مجموعة منتهية 

  للفد. قابلة الزوجية الطبيفية الاعداد  مجموعة ان  ب هن مثال:

 الزوجية  الطبيفية الاعداد مجموعة تمثل  ℕ𝑒 ان  نف ض   :الحل

:𝑓 الدالة  فأن  منتهية ℕ𝑒 كانت إذا  ℕ → ℕ𝑒 بالشكل المف فة 𝑓(𝑛) = 2𝑛   المجموعتين  بين  تقابل تمثل   

ℕ , ℕ𝑒  لذلكℕ𝑒 .تكون قابلة للفد 

:𝑓 الدالة ان   نب هن  ان  يجب  منتهية غي  ℕ𝑒 كانت إذا  ℕ → ℕ𝑒 وشاملة متباينة   

: نف ض   ان  متباينة 

n1, n2 ∈ ℕ ∧ f(n1) = f(n2) ⟹ 2n1 = 2n2 ⟹ n1 = n2 

 متباينة.f  الدالة اذن 

𝑘∀ان  الان نف ض شاملة:  ∈ ℕ𝑒  

⟹ 𝑘 = 𝑓(𝑛) = 2𝑛 ⟹ 𝑛 =
𝑘

2
⟹ 𝑓 (

𝑘

2
) = 2

𝑘

2
= 𝑘 

 للفد. قابلة  ℕ𝑒 المجموعة منه نحصل عل  ان متقابلة(     f) الدالةشاملة   fةالدال اذن 

 

 

 

 

𝑁: ب هن أن المجموعة  مثال × 𝑁 مجموعة قابلة للفد؟ 

 :البرهان

(1,1) → (1,2)    (1,3)   (1,4)    (1,5), …  

 

(2,1) → (2,2)    (2,3)   (2,4)    (2,5), …  



 

(3,1) → (3,2)    (3,3)   (3,4)    (3,5), …  

 

(4,1) → (4,2)    (4,3)   (4,4)    (4,5), …  
                              …          …       ….        …         …   …. 

                               …         ….       ….       …          ….  

…           

 

:𝑓  الدالة  𝑁 → 𝑁 × 𝑁 :المف فة بالشكل 

1      2            3  4  5  6  7     

8      ….. 

 

(1,1)      (1,2)      (2,1)        (1,3)             (2,2)       (3,1)            (1,4) 

 (2,3)    …..                               

 

𝑁  مجموعةنحصل منه ال  بين المجموعتين تقابل تمثل     × 𝑁  .قابلة للفد(𝑁 ~ 𝑁 × 𝑁) 

 

ℤبينّ فيما إذا كانت المجموعة      مثال: ∩  قابلة للعد.   [10, 10−]

 الحل:

ℤ ∩ [−10 ,10] = {−10, −9, −8, … ,0,1,2,3,4, … 10} 

 بما ان المجموعة منتهية فأنها قابلة للعد.

المجموعة    مثال: 𝐴بينّ فيما إذا كانت  = {𝑥 ∈ ℤ: 𝑥2 − 1 ≤  قابلة للعد. {4

 الحل:

𝐴 = {𝑥 ∈ ℤ: 𝑥2 ≤ 5} ⟹ 𝐴 = {𝑥 ∈ 𝑍: |𝑥| ≤ √5  } 

⟹  𝐴 = {𝑥 ∈ ℤ: − √5 ≤ 𝑥 ≤ √5  } 

𝐴 = {−2, −1 ,0,1,2}  

 قابلة للعد.  𝐴عناصر فهي    5منتهيه تحتوي على   𝐴اذن المجموعة  



 

 خصائص المجموعات القابلة للعد

,   اذا كانت المجموعتان -1 𝐵 A   قابلتان للفد فان   𝐴 ∪ 𝐵, 𝐴 ∩ 𝐵, 𝐴 × 𝐵  

 مجموعة جزئية من مجموعة قابلة للفد تكون قابلة للفد. كل -2

 بفض الامثلة عن المجموعات القابلة للفد وغي  القابلة للفد.

 

 مجموعة الاعداد النسبية تكون قابلة للفد. -1

 غي  قابلة للفد. (0,1)المجموعة  -2

 .للفد قابلة غي  الحقيقية الاعداد مجموعة -3

𝑍مجموعة الاعداد   -4 × 𝑍 .تكون قابلة للفد 

 

     Bounded sets                  المجموعات المقيدة 

 تعريف  

 بحيث ان   >)اذا وجدت علاقة ) ordered set)م تبة ) بأنها  𝐴يقال للمجموعة الغي  خالية  

,𝑎لكل عنصرين  -1 𝑏 ∈ 𝐴 يحقق واحد فقط مما يلي 

𝑎 > 𝑏  او   𝑎 = 𝑏   او  𝑎 < 𝑏 

𝑏 كانت   اذا -2 < 𝑐  و 𝑎 < 𝑏  فان 𝑎 < 𝑐  

 صحيحة تكون مجموعة م تبةمجموعة الاعداد ال,  مجموعة الاعداد النسبيةمثال:  

 

إذا  (Bounded below)بأنها مقيدة من الأسفل   𝐵يقال للمجموعة الغي  خالية    تعريف 

𝑥بحيث ان  bوجد عدد حقيقي مثل  ≥ 𝑏    لكل𝑥 ∈ 𝐵    ويسم  الفدد𝑏 قيد قيد أسفل(

 .𝐵للمجموعة  ((Lower Boundسفلي)

 

  تعريف

إذا وجد عدد  (Bounded above)بأنها مقيدة من الأعل    𝐴يقال للمجموعة الغي  خالية  

𝑥بحيث ان   𝑎حقيقي مثل  ≤ 𝑎   لكل𝑥 ∈ 𝐴     ويسم  الفدد𝑎   قيد علوي)قيد اعل(Upper 

Bound))  للمجموعة.𝐴 

  مثال :



ℕمجموعة الاعداد الطبيفية    -1 = {1,2,3,4 … 𝑎مقيدة من الأسفل بالفدد  { = 1. 

𝐴 لمجموعةا -2 = {−
1

𝑛
∶ 𝑛 ∈ ℕ}  0تكون مقيدة من الأعل  بالفددb=   ومقيدة من الأسفل بالفددa=-1 

  تعريف

 (Infimum)  او   (Greatest Lower Bound)بانه أكب  قيد سفلي  𝑏0يقال للفدد   

  𝐵للمجموعة  

𝑏0إذا كان   ≥ 𝑏    حيث𝑏   أي قيد سفلي اخ  للمجموعة𝐵   وي مز له بال مز𝑏0 = 𝑖𝑛𝑓 𝐵. 

  (Supremum)او  (Least Upper Bound)بانه أصغ  قيد علوي  𝑎0يقال للفدد  تعريف 

𝑎0. إذا كان    𝐴للمجموعة   ≤ 𝑎    حيث𝑎   أي قيد علوي اخ  للمجموعة𝐴  وي مز له بال مز

𝑎0 = 𝑠𝑢𝑝 𝐴. 

  تعريف

إذا كانت مقيدة من الأعل  ومن  ( Bounded)انها مقيدة    𝐴يقال للمجموعة الغي  الخالية  

 .(Unbounded)الاسفل. خلاف ذلك تكون غي  مقيدة 

 ملاحظات:

𝑠𝑢𝑝 𝐴 و  𝑖𝑛𝑓 𝐴    إن وجدت ليس من الض وري تنتمي للمجموعة𝐴 . 

كممانممت   (1 𝑠𝑢𝑝إذا  𝐴 و  𝑖𝑛𝑓 𝐴    تنتمي للمجموعممة  موجودة 𝑖𝑛𝑓يكون    𝐴و  𝐴 =

𝑚𝑖𝑛 𝐴  و𝑠𝑢𝑝 𝐴 = 𝑚𝑎𝑥 𝐴. 

𝑠𝑢𝑝إذا كان  (2 𝐴   غي  موجود فيكتب𝑠𝑢𝑝 𝐴 = ∞  .   

𝑖𝑛𝑓إذا كان  (3 𝐴   غي  موجودة فيكتب𝑖𝑛𝑓 𝐴 = −∞. 

𝑖𝑛𝑓المجموعة الخالية تكون غي  مقيدة حيث   (4 𝐴 = 𝑠𝑢𝑝و   ∞ 𝐴 = −∞  .    

𝑠𝑢𝑝فان   منتهية    𝐴  المجموعة إذا كانت  (5 𝐴 و  𝑖𝑛𝑓 𝐴  المجموعةيقع في  𝐴 

 اصغ  قيد علوي وحيد وكذلك اكب  فيد سفلي وحيد (6

𝑖𝑛𝑓 غي  خالية فان       𝐴 المجموعة إذا كانت   (7 𝐴 ≤ 𝑠𝑢𝑝 𝐴  

 

: 𝐴المجموعمة  مثااال  = {𝑎0, 𝑎1, …  , 𝑎10}     ان 𝑎0حيمث  < 𝑎1 <  …  < 𝑎10   هي

بمالفمدد   مقيمدة من الأسممممفمل  بمالفمدد    𝑎0مجموعمة  فمأنهما مقيمدة   𝑎10ومن الأعل   لمذلمك 

𝑚𝑎𝑥𝐴 = 𝑠𝑢𝑝 𝐴 = 𝑎10 ∈ 𝐴, 𝑚𝑖𝑛𝐴 = 𝑖𝑛𝑓 𝐴 = 𝑎0 ∈ 𝐴. 



𝐴المجموعمة    مثاال : = {−3 , −2 , هي مجموعمة مقيمدة من الأسممممفمل     {0,1,2,3, 1−

بممالفممدد   3−بممالفممدد   فممأنهمما مقيممدة     3ومن الأعل   𝑚𝑎𝑥𝐴لممذلممك  = 𝑠𝑢𝑝 𝐴 = 3 ∈
𝐴,  𝑚𝑖𝑛𝐴 = 𝑖𝑛𝑓 𝐴 = −3 ∈ 𝐴. 

, 𝑎]الفت ة المغلقمة  مثاال : 𝑏]     حيمث𝑎 , 𝑏      اعمداد حقيقيمة هي مجموعمة مقيمدة من الأعل

 لذلك فأنها مجموعة مقيدة.  𝑎ومن الأسفل بالفدد   𝑏بالفدد  

𝑠𝑢𝑝[𝑎 , 𝑏] = 𝑏 ∈ [𝑎 , 𝑏]  ,     𝑖𝑛𝑓[𝑎 , 𝑏] = 𝑎 ∈ [𝑎 , 𝑏] 

ℕمجموعة الاعداد الطبيفية  مثال : = {1,2,3,4 … بينما لا   1مقيدة من الأسمممفل بالفدد    {

𝑠𝑢𝑝يوجد قيد علوي للمجموعة حيث   ℕ =  لذلك فهي غي  مقيدة. ∞

𝐴إذا كانت    مثاال : = {(−1)𝑛 + 1: 𝑛 ∈ ℕ}   جد𝑠𝑢𝑝 𝐴 , 𝑖𝑛𝑓 𝐴    ّان وجدت ثم بين

 مقيدة ام لا.  فيما إذا كانت المجموعة 

𝐴 الحل:                         = {(−1)𝑛 + 1: 𝑛 ∈ ℕ} = {0,2}     

𝑠𝑢𝑝 𝐴 = 2 ∈ 𝐴 ,    𝑖𝑛𝑓 𝐴 = 0 ∈ 𝐴 

 اذن المجموعة مقيدة.

كمانمت    مثاال : 𝐴إذا  = {
2𝑛

3𝑛
: 𝑛 ∈ ℕ}    جمد𝑠𝑢𝑝 𝐴 , 𝑖𝑛𝑓 𝐴     بينّ فيمما إذا ان وجمدت ثم 

 مقيدة ام لا.  كانت المجموعة  

𝐴  الحاال: = {
2

3
,

4

9
,

8

27
, … هو    { في المجموعمة  نلاحظ ان اكب  عمدد 

2

3
و اصممممغ  عمدد    

 نحصل عليه عندما  

𝑛 → فمان     ∞ 𝑚𝑎𝑥𝐴لمذلمك  ≠ 𝑠𝑢𝑝 𝐴 =
2

3
∈ 𝐴,    𝑚𝑖𝑛𝐴 =  𝑖𝑛𝑓 𝐴 = 0 ∉ 𝐴 

 اذن المجموعة مقيدة. 

𝐴إذا كانت   مثال : = {(−1)𝑛 + 𝑚 ∶ 𝑛, 𝑚 ∈ ℕ}    جد𝑠𝑢𝑝 𝐴 , 𝑖𝑛𝑓 𝐴    ان وجدت

 مقيدة ام لا.  ثم بينّ فيما إذا كانت المجموعة  

𝑠𝑢𝑝لإيجاد   الحل: 𝐴 , 𝑖𝑛𝑓 𝐴 نقوم بت تيب عناص  المجموعة في الشكل التالي 

-1+1,  -1+2, -1+3, -1+4,… 

1+1  ,  1+2, 1+3,   1+4,… 

-1+1,  -1+2, -1+3, -1+4,… 

⋮          ⋮          ⋮          ⋮     



نلاحظ ان عناصمم  المجموعة  هي اعداد صممحيحة موجبة يكون الفدد صممف  احدها ا ممافة  

𝑠𝑢𝑝ال  ذلك انها تتوسمع ال  اللانهاية لذلك فأن   𝐴 = ∞, 𝑚𝑖𝑛𝐴 =  𝑖𝑛𝑓 𝐴 = 0 ∈

𝐴. 

 اذن المجموعة غي  مقيدة.

𝐴إذا كانت   مثال : = {
(−1)𝑛

2𝑛
: 𝑛 ∈ ℕ}   جد𝑠𝑢𝑝 𝐴 , 𝑖𝑛𝑓 𝐴    ان وجدت ثم بينّ فيما إذا

 مقيدة ام لا.  كانت المجموعة  

𝐴   الحل: = {−
1

2
 ,

1

4
 , −

1

8
 ,

1

16
, −

1

32
 , … نلاحظ ان أكب  عدد في المجموعة هو  {

1

4
 بينما أصغ  عدد هو      

−1

2
 لذلك فان   

𝑚𝑎𝑥𝐴 = 𝑠𝑢𝑝 𝐴 =
1

4
∈ 𝐴,      𝑚𝑖𝑛𝐴 = 𝑖𝑛𝑓 𝐴 = −

1

2
∈ 𝐴 

 اذن المجموعة مقيدة. 

كمانمت    مثاال : 𝐴إذا  = {𝑥 ∈ 𝑅 ∶ 𝑥2 − 9 ≥ 𝑠𝑢𝑝جمد    {0 𝐴 , 𝑖𝑛𝑓 𝐴    ان وجمدت ثم

 مقيدة ام لا.  بينّ فيما إذا كانت المجموعة  

𝐴الحل:   = {𝑥 ∈ 𝑅 ∶ 𝑥2 − 9 ≥ 0} = {𝑥 ∈ 𝑅 ∶ (𝑥 − 3)(𝑥 + 3) ≥ 0} 

 𝐴 = (−∞, −3] ∪ [3,  نلاحظ ان القيود الفليا و السفل  غي  موجودة لذلك فان (∞

𝑠𝑢𝑝 𝐴 = ∞,    𝑖𝑛𝑓 𝐴 = −∞ 

 غي  مقيدة.    𝐴اذن  

𝐴مثمال إذا كمانمت   = {𝑛 +
1

𝑚
: 𝑚, 𝑛 ∈ 𝑁}    جمد𝑠𝑢𝑝 𝐴 , 𝑖𝑛𝑓 𝐴   ان وجمدت ثم بينّ فيما

 مقيدة ام لا.  إذا كانت المجموعة  

 الحل: نقوم بت تيب عناص  المجموعة في الشكل التالي

1 + 1, 1 +
1

2
, 1 +

1

3
, 1 +

1

4
, … 

2 + 1, 2 +
1

2
, 2 +

1

3
, 2 +

1

4
, … 

3 + 1, 3 +
1

2
, 3 +

1

3
, 3 +

1

4
, … 



⋮           ⋮           ⋮             ⋮ 

 

يمكن الحصممول  1نلاحظ ان عناصمم  المجموعة تكون اعداد نسممبية موجبة اصممغ ها الفدد  

ال  اللانهاية بينما اكب  عنصم  لا يمكن الوصمول 𝑚 عليه من الصم  الاول  عندما تتوسمع 

 اليه لأننا نلاحظ من الفمود الاول ان عناص  المجموعة تتوسع ال  اللانهاية لذلك فان

𝑠𝑢𝑝 𝐴 = ∞ , 𝑖𝑛𝑓 𝐴 = 1 ∈ 𝐴 

 اذن المجموعة غي  مقيدة. 

 قيد العلوي. ) خاصية الكمال ( اصغر خاصية  

𝐴إذا كمانمت   ≠ بحيمث   𝑎0لهما قيمد علوي فمأنمه يوجمد عمدد حقيقي   مجموعمة الاعمداد الحقيقيمة  ∅

𝑠𝑢𝑝ان   𝐴 = 𝑎0  . 

 )مبرهنة( خاصية اكبر قيد سفلي

𝐴إذا كمانمت  ≠   ان  بحيمث  𝑏 حقيقي  عمدد  يوجمد فمأن سممممفلي قيمد  مجموعمة الاعمداد الحقيقيمة ∅

𝑖𝑛𝑓 𝐴 = 𝑏. 

  البرهان :

𝑇مف فة عل  الشكل  𝑇لتكن المجموعة     = {−𝑥 ∶ 𝑥 ∈ 𝐴}  

𝑇هذا يؤدي ال  ان المجموعة   ≠ 𝐴لأن المجموعة   ∅ ≠ ∅. 

𝑥اذن    𝐴قيمد سممممفل  للمجموعمة  𝑘 نف ض ان   ≥ 𝑘     لكمل𝑥 ∈ 𝐴   منمه نحصممممل عل  ان

−𝑥 ≤ −𝑘  لكل𝑥 ∈ 𝐴 هذا يؤدي ال  ان الفدد−𝑘   هو قيد علوي للمجموعة𝑇, 

𝑠𝑢𝑝مثل   𝑇اذن يوجد أصغ  قيد علوي للمجموعة    𝑇 = 𝑡  )خاصية الكمال( 

𝑥−نتيجمة ال  ذلمك نحصمممممل عل  انمه   ≤ 𝑡     لكمل𝑥 ∈ 𝐴 فمان     وبمالتمالي𝑥 ≥ −𝑡    لكمل

𝑥 ∈ 𝐴   نتيجة ال  ذلك الفدد−𝑡  يمثل قيد سفلي للمجموعة𝐴. 

هو 𝑎 لذلك نف ض ان   𝐴هو أكب  قيد سممممفلي للمجموعة   𝑡−يجب ان نب هن الان ان الفدد  

𝑥  . نحصممل عل  ان  𝐴اي قيد سممفلي اخ  للمجموعة   ≥ 𝑎  لكل𝑥 ∈ 𝐴   بالنتيجة يكون 

−𝑥 ≤ −𝑎      لكمل𝑥 ∈ 𝐴  و منمه نحصمممممل عل  ان−𝑎       قيمد علوي للمجموعمة𝑇 لكن ,



𝑠𝑢𝑝 𝑇    للمجموعممة علوي  قيممد  اصممممغ   𝑎−اذن    𝑇هو  ≥ 𝑠𝑢𝑝 𝑇  يكون بممالتممالي    و 

 𝑎 ≤ −𝑡   اذن .𝑖𝑛𝑓 𝐴 = 𝑏 = −𝑡. 

ان الشم و  الضم ورية لوجود القيود الفليا  اعلاه  من خاصمية القيد الفلوي و مب هنة نلاحظ

𝑠𝑢𝑝هو وجود   𝐴و السفل  للمجموعة الغي  خالية   𝐴  و𝑖𝑛𝑓 𝐴. 

𝐴  للمجموعة والسفل   الفليا القيود  جد :  مثال = {1 +
1

𝑛
∶ 𝑛 ∈ ℕ} .ان وجدت 

 : الحل

𝐴 = {2,
3

2
 ,

4

3
, … } ⟹    𝑠𝑢𝑝 𝐴 = 2 ∈ 𝐴  , 𝑖𝑛𝑓 𝐴 = 1 ∉ 𝐴 

 هي الفليا  القيود اذن الش و  الض ورية متحققة لذلك فان مجموعة

 𝑆1 = {𝑥 ∈ ℝ: 𝑥 ≥ 𝑆2 هي  السفل   القيود و مجموعة  { 2 = {𝑥 ∈ ℝ:  𝑥 ≤ 1 } . 

 

𝐵 كانت  إذا  مثال : = {𝑛 − 𝑚:  𝑚, 𝑛 ∈ ℕ} وجدت.  القيود الفليا و السفل  ان  جد 

 الحل: نقوم بت تيب عناص  المجموعة في الشكل التالي

1 − 1, 1 − 2, 1 − 3, 1 − 4, … 

2 − 1, 2 − 2, 2 − 3, 2 − 4, … 

3 − 1, 3 − 2, 3 − 3, 3 − 4, … 

تحتوي عل  اعداد صمحيحة  موجبة وسمالبة. الاعداد السمالبة تتوسمع   𝐵نلاحظ ان المجموعة  

 ∞−ال  



𝑠𝑢𝑝لمذلمك فمأن      ∞بينمما الاعمداد الموجبمة تتوسممممع ال   𝐵 = ∞,   𝑖𝑛𝑓 𝐵 = همذا   ∞−

الفليمما والسممممفل  للمجموعممة   القيود  ان  تحقا الشمممم و    𝐵يؤدي ال   موجودة لفممدم  غي  

 الض ورية.

 تمارين

 لا ام مقيدة كان  إذا فيما بين  ثم وجدت ان  التالية للمجموعات والفليا السفل  القيود جد -1

1)    𝐴1 = { (−1)𝑛𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℕ}                        2)         𝐴2 = {
1

𝑛
+

𝑛

𝑚
∶ 𝑛, 𝑚 ∈

ℕ} 

 . 3)   𝐴3 = { 
(−1)𝑛

𝑛+1
 ∶ 𝑛 ∈ ℕ}                          4)    𝐴4 = {  √2 +

1

2𝑛
∶ 𝑛 ∈

ℕ} 

 .5)   𝐴5 = {
1

𝑛
+ 𝑚 ∶ 𝑛, 𝑚 ∈ ℕ}                        6)   𝐴6 = { 

(−1)𝑛

 2𝑛
 ∶ 𝑛 ∈ ℕ} 

𝑠𝑢𝑝 ب هن ان  غي  خالية  𝐴  لمجموعةاذا كانت ا -2 𝐴  و𝑖𝑛𝑓 𝐴  .وحيد 

 


