
 

Real Numbers       مجموعات الاعداد(الأعداد الحقيقية(    

 

  Natural Numbers  الطبيعية الاعـــداد مجموعة (1

ℕ = {1,2,3, … } 

  Integer Numbers الصحيحة الاعــداد مجموعة (2

ℤ = {… , −3, −2, −1,0,1,2,3, … } 

  Rational Number النسبية الاعداد مجموعة (3

ℚ = {
𝑎

𝑏
 ∶ 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ ; 𝑏 ≠ 0} 

 Irrationals Number النسبية  غير الاعداد مجموعة (4

 الشكل   على  كتابتهُا  يمكن  لا  التي الاعداد مجموعة هي
𝑎

𝑏
   ,𝑏 ≠  النسبية   غير الاعداد لمجموعة نرمز . سوف0

ℚ𝑐 بالرمز
.  

اسعداد النســبـية عن اسعداد غير     ملاحظة  : أي عدد حقيقي لا يكون عدداً نســبـياً يســمـى عدد غير نســبـي , دتميز 

, أما اسعداد غير النسبـية عند كتابتها بالصيـاة   النسبـية أن  عند كتابة اسعداد النسبـية بالصيـاة العشـرية يكون دً ياً 

 .   العشرية فإن  يكون غير دً ي 

 

 :   أمثلة

0.3 ≈ 0.3333… = 
1

3
 

 عدد نسب   

√2  =0.141421356…  

 عدد غير نسب   

 

  Real Numbers الحقيقية الاعداد( 5

ℝ = ℚ𝑐 ∪ ℚ = (−∞ , ∞) 

 2√مجموعة كل عدد منها يمثل نقطة على محو  الاعداد مثل  ℝ الحقيقية الاعداد)

 ًغيرها( 14√, 



 

  النسبية، الاعداد على امثل 
1

2
,

3

4
, −5 , 3 ,2 . 

,𝜋 النسبية  غير الاعداد على امثلة 𝑒 ≈ 2.71828, √2 + √3 , √2 . 

 

 غير نسبي.   2√برهن ان العدد   :مثال

 بحيث ان  p  ًqنسبي, اذن دوجد اعداد صحيحة موجبة مثل  2√الحل.  نفرض ان العدد 

, √2 =
𝑝

𝑞
 𝑞 ≠ 0  ً𝐺𝐶𝐷(𝑝, 𝑞) = 1. 

⟹    2 =
𝑝2

𝑞2
   ⟹     𝑝2 = 2𝑞2  ⟹    𝑞2 =

𝑝2

2
   

𝑝, لذلك نفرض ان 𝑝يقسم  2ً من  نحصل على ان العدد      𝑝2يقسم   2اذن العدد   = 2𝑘  حيث

𝑘  

 عدد صحيح. هذا يؤدي الى ان 

4𝑘2 = 2𝑞2   ⟹   𝑞2 = 2𝑘2 ⟹    𝑘2 =
𝑞2

2
 

 𝑞يقسم  2ً من  نحصل على ان العدد    𝑞2 يقسم   2ًهنا نجد ان  العدد 

𝐺𝐶𝐷(𝑝, 𝑞) = 2 ≠  عدد غير نسبي.  2√ًهذا دناقض اذن  1

 

2√برهن ان   :مثال  + √3
3

 عدد غير نسبي   

2√نفرض ان العدد   :الحل + √3
3

 بحيث ان p ً qنسبي, اذن دوجد اعداد صحيحة مثل   

√2 + √3
3

 =
𝑝

𝑞
, 𝑞 ≠ 0 ⟹ √3

3
=

𝑝

𝑞
− √2 

 بتكعيب الطرفين  

3 = (
𝑝

𝑞
− √2)

3

⟹ 3 =
𝑝3

𝑞3
− 3√2

𝑝2

𝑞2
+ 6

𝑝

𝑞
− 2√2 

⟹ 3 =
𝑝3

𝑞3
− √2 (3

𝑝2

𝑞2
+ 2) + 6

𝑝

𝑞
 



⟹   
𝑝3

𝑞3
+ 6

𝑝

𝑞
− 3 = √2 (

3𝑝2 + 2𝑞2

𝑞2
) 

⟹ (
𝑝3 + 6𝑝𝑞2 − 3𝑞3

𝑞3
) = √2 (

3𝑝2 + 2𝑞2

𝑞2
) 

⟹ √2 =
𝑝3 + 6𝑝𝑞2 − 3𝑞3

3𝑝2𝑞 + 2𝑞3
 

 يكون نسبي ًهذا غير ممكن )دناقض(. 2√اعداد صحيحة اذن العدد  p ً qبما ان  

2√العدد  ∴ + √3
3

 يجب ان يكون غير نسبي. 

 

  (1)مبرهنة

  نسبي. غير عدد 𝑛√   فأن كامل مربع يمثل لا  موجب صحيح عدد  𝑛 كان إذا 

  بحيث ان 𝑎  ً𝑏نسبي, اذن دوجد اعداد صحيحة موجبة مثل   𝑛√ العدد ان نفرض  البرهان.

, √𝑛 =
𝑎

𝑏
 𝑏 ≠ 0  ً𝐺𝐶𝐷(𝑎, 𝑏) = 1. 

𝑛 =
𝑎2

𝑏2
  ⟹  𝑎2 = 𝑛𝑏2  ⟹  𝑏2 =

𝑎2

𝑛 
 

𝑎. نفرض ان 𝑛 على القسمة يقبل  𝑎ً من  نحصل على ان    𝑛 على القسمة يقبل  𝑎2اذن  =

𝑛𝑘 

𝑛2𝑘2 موجب هذا يقتضي ان  صحيح عدد  𝑘  حيث = 𝑛𝑏2    من  نحصل على ان ً
𝑏2

𝑛
=

𝑘2 اذن 

  𝑏2 على القسمة يقبل 𝑛   من  نحصل على ان ً 𝑏 على القسمة يقبل 𝑛  اذن𝐺𝐶𝐷(𝑎, 𝑏) =

𝑛 ≠   نسبي غير عدد   𝑛√ يكون ان يجب دناقض, لذلك ًهذا   1

 

 :واجب

 برهن ان كل عدد من الاعداد التالية عدد غير نسبي

1) √10           2) √7            3) √2                 4) √3
3

             5) log3 6            6) 

log2 7 

 



 :  خاصية أرخميدس

  .بحيث أن  nيوجد عدد صحيح موجب مثل x >0, عدداً حقيقياً ًكان  x, yإذا كان              

𝑛. 𝑥 > 𝑦           

 فتصبح خاصية أ خميدس بالشكل التالي :   y=1يمكن أخذ حالة خاصة عندما             

.𝑛 .    يحقق  nيوجد عدد طبيعي مثل   x>0 مثل  لكل عدد حقيقي أكبر من صفر     𝑥 > 1 

 

 ( فقط نص 2مبرهنة ) 

𝑛 بحيث nعدد حقيقي موجب فإن  يوجد عدد صحيح موجب مثل  xإذا كان              ≤ 𝑥 < 𝑛 +

1  . 

 

النسبية  Density Theorem of Rational Numbers              :مبرهنة الكثافة للأعداد 

 

يوجد عدد نسبي3مبرهنه )  ( : بين اي عددين حقيقيين 

 البرهان:

    عددين حقيقيين بحيث أن  x, y نفرض  

0      بحيث ان           Nيوجد  عدد طبيعي مثل                                           < 𝑥 < 𝑦 →

  (𝑦 − 𝑥) > 0 

𝑦  )ارخميدس(           )حسب خاصية                     − 𝑥 ) . 𝑁 > 1 

              بحيث ان: nعدد صحيح موجب مثل   (: يوجد2مبرهنه )  حسب                              

∵ 𝑁. 𝑥 ∈ 𝑅 

𝑛 ≤ 𝑁. x < 𝑛 + 1                                

               𝑛 + 1 ≤ 𝑁 . 𝑥 + 1 < 𝑁 . 𝑥 + 𝑁 ( 𝑦 − 𝑥 )   

= 𝑁 . 𝑥 + 𝑁 . 𝑦 − 𝑁 . 𝑥                                     

= 𝑁 . 𝑦                                            

         𝑁 . 𝑥 < 𝑛 + 1 < 𝑁 . 𝑦 

→ 𝑥 <
𝑛 + 1

𝑁
< 𝑦 



∴عدد نسبي  
𝑛+1

𝑁
       

 

 مبرهنة كثافة الاعداد غير النسبية

يوجد عدد غير نسبي 4مبرهنه )   ( : بين اي عددين حقيقيين 

 البرهان:

0عددين حقيقيين بحيث أن    x, y نفرض   < 𝑥 < 𝑦  

→   𝑦 − 𝑥 > 0 → (𝑦 − 𝑥)2 > 0 

 :ان بحيث لا يمثل مربع كامل M حسب خاصية ا خميدس يوجد عدد صحيح موجب مثل 

𝑀(𝑦 − 𝑥)2 > 1 →  √𝑀(𝑦 − 𝑥) > 1  →  √𝑀 𝑦  >  √𝑀 ( 𝑥 + 1) 

 ( (.1مبرهن  )حسب   غير نسبي )   𝑀√العدد  

  n ( يوجد عدد صحيح موجب مثل  2  عدد حقيقي موجب فان  حسب مبرهن  )  𝑥√𝑀بما ان 

 :  ان  بحيث

                                                                                             𝑛 ≤ 𝑥√𝑀 <

𝑛 + 1 

→ 𝑛 + 1 ≤ 𝑥√𝑀 + 1 < 𝑦√𝑀 

                                                                                            𝑥√𝑀 < 𝑛 +

1 <  𝑦√𝑀 

                                                                                                         𝑥 <
𝑛+1

√𝑀
< 𝑦 

العدد  
𝑛+1

√𝑀
 x, yيقع بين   عدد غير نسبي  

 

 ( 0.1 , 0.2 )  : أوجد عدد غير نسبي في الفترة التالية:مثال

2( 0.1 )                 0 < 0.1 = 0.1 – 0.2الحل:    = 0.01 > 0 



بحيث لا يمثل مربع كامل (  M باستخدام خاصية  ا خميدس)  يوجد عدد صحيح موجب مثل 

 بحيث:

𝑀( 0.01 )      (عدد غير نسبييمثل )         > 1 →  √𝑀 =  √101       

 

∵ ( √101 ) ( 0.1 ) ≈ 1.004987 → 1 ≤ ( √101 ) (0.01) < 2  

→العدد غير النسبي المطلوب          
2

√101
 

0.1 أي أن      <  
2

√101
< 0.2 

أوجد العدد غير النسبي للفترات التالية:   / H.W 

1-  (1 , 1.4 )                   2-  (0 , 0.01)          3-    ( 0.01  , 0.1 )        4-      

( 0 , 
1

4
 ) 

 0.1  ً 0.02− العددين    بين  نسبي  غير عدد جد -1

   .  0.3  ً 0.4  العددين   بين  نسبي  غير عدد جد -2

 

 

 مثال / حوّل الأعداد التالية من الصيغة العشرية الى الصيغة النسبية

1) 0. 15̅̅̅̅  

0. 15̅̅̅̅ = 0.151515 …  
                                                                 الحل                                      

                       =  0.15 + 0.0015 + 0.000015 + ⋯  

                         =
15

102 +
15

104 +
15

106 + ⋯  

                                  =
15

102 (1 +
15

102 +
15

104 + ⋯  



                                   =
15

102 (
1

1−
1

102

) =
15

99
  

 

(1)  0. 121̅̅ ̅̅ ̅              (2)       0.153̅         (3)     12.3217̅̅̅̅       (H.W) 
-----------------------------------------------------------------
--- 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (: Cauchy schwars Inequality)                   متراجحة كوشي شوارتز          

,𝑎1إذا كان            𝑎2 … 𝑎𝑛    ً  𝑏1 , 𝑏2 … 𝑏𝑛  اعداد حقيقية فأن  

(∑ 𝑎𝑘𝑏𝑘

𝑛

𝑘=1

)

2

≤ (∑ 𝑎𝑘
2

𝑛

𝑘=1

) (∑ 𝑏𝑘
2

𝑛

𝑘=1

) 

 معرفة على الشكل   دالة 𝑓(𝑥)البرهان: لتكن 



𝑓(𝑥) = ∑(𝑎𝑘𝑥 − 𝑏𝑘)2

𝑛

𝑘=1

 

  فأن  

𝑓(𝑥) = ∑(𝑎𝑘𝑥 − 𝑏𝑘 )2

𝑛

𝑘=1

= ∑ [𝑎𝑘
2𝑥2 − 2𝑎𝑘𝑏𝑘𝑥 + 𝑏𝑘

2]

𝑛

𝑘=1

≥ 0 

𝑓(𝑥) = (∑ 𝑎𝑘
2

𝑛

𝑘=1

) 𝑥2 − 2 (∑ 𝑎𝑘𝑏𝑘

𝑛

𝑘=1

) 𝑥 + ∑ 𝑏𝑘
2

𝑛

𝑘=1

 

 نفرض ان 

𝐴 = ∑ 𝑎𝑘
2

𝑛

𝑘=1

 , 𝐵 = 2 ∑ 𝑎𝑘𝑏𝑘

𝑛

𝑘=1

  , 𝐶 = ∑ 𝑏𝑘
2

𝑛

𝑘=1

  

 

∴ 𝑓(𝑥) = 𝐴𝑥2 − 𝐵𝑥 + 𝑐 ≥ 0 

𝑓(𝑥)ًبما أن    xهذه المعادلة ) الدالة ( من الد جة الثانية بالنسبة لـ       ≥  مس هذا يعني أن الدالة اما د   0

 ) ليس لها جذً  حقيقية (.  x) جذً  مكر ه ( أً دقع في الجزء العلوي من محو    xمحو  ال

 لذلك فان مميز المعادلة يكون          

𝐵2 − 𝐴𝐶 ≤ 0  →   (∑𝑎𝑏)2 ≤ (∑𝑎𝑘
2)(∑𝑏𝑘

1) 

 
 مثال: حقق متراجحة كودشي شوا دز للمجموعات التالية:

(1) { 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4} = { 0 , 1 , 5 , −4 } 

         { 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑏4} = {
1

2
,

1

4
,

1

5
,

1

7
 }  

(∑ 𝑎𝜅𝑏𝑘
𝑛
𝑘=1 )2 ≤

(∑ 𝑎𝑘
2𝑛

𝑘=1
)(∑ 𝑏𝑘

2𝑛

𝑘=1
 الحل                                                            (

 

  ∴ ( ∑ 𝑎𝑛𝑏𝑛
4
𝑘=1 = 𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2 + 𝑎3𝑏3 + 𝑎4𝑏4  

                          = 0 (
1

2
) +  1 (

1

4
) +  5 (

1

5
) + (−4)(

1

7
)  

                          =0 + 
1

4
+  1 + (

−4

7
) =

19

28
  



∴ (∑ 𝑎𝜅𝑏𝑘
𝑛
𝑘=1 )2 = (

19

28
)

2
=

361

784
  

∑ 𝑎𝜅
2 =  𝑎1

2 + 𝑎2
2 + 𝑎3

2 + 𝑎4
24

𝑘=1
  

                 = 0 + 1 + 25 + 16 = 42 

 

∑ 𝑏𝜅
2 =  𝑏1

2 + 𝑏2
2 + 𝑏3

2 + 𝑏4
24

𝑘=1
  

  = 
1

4
+

1

16
+

1

25
+

1

49
=

7309

19600
 

 

(∑𝑎𝑘
2)(∑𝑏𝑘

2) = (
7309

19600
) (42) =

21927

1400
  

 

∴
361

784
≤

21927

1400
  

 

H.W    (1) /   أذا كانت∈ 𝑅,d    ,c ,b a   فان 

(𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑) (
1

𝑎
+

1

𝑏
+

1

𝑐
+

1

𝑑
) ≥ 16  

  

   للأعداد  دزحقق متراجحة كودشي شوا  (2)

{
1

7
 ,

1

3
 , 2 , 9 , 15 } ,   {1,

1

2
 , 3 , −1 ,

1

4
 }  

𝑦  كانت إذا  (3) = (2,3,5) , 𝑥 = (𝑎 , 𝑏 , 𝑐) ان  اثبت  

(2𝑎 + 3𝑏 + 5𝑐)2 ≤ 38(𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2) 

 


