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 Cauchy-Riemann EquationsCauchy -Riemann equations ريواى –هعادلاث كوشي 

 قاتهح      انذانح ذكىٌ عُذيا   انُقطح عُذ ذحهُهُح ذكىٌ   ًعقذان ًرغُشهن      ذانحان أٌ سأَُا ،يًا سثق

 حانذان لأٌ يا َقطح فٍ انرفاضم يدشد يٍ أكثش طهةرانً هزا.   خىاس فٍ َقطح كم وفٍ   عُذ فاضمنهر

 .آخش يكاٌ أٌ فٍ فاضمنهر قاتهح ذكىٌ أٌ ًَكٍ لا ونكٍ   انُقطح عُذ فاضمنهر قاتهح ذكىٌ أٌ ًَكٍ انًعقذج

 شَطىنقذ ذى ذ .  انُقاط خًُع فٍ فاضمنهر قاتهح      انذانح كاَد إرا  يدال فٍ ذحهُهُح      ذانحان ذكىٌ

 اندضئٍ انرفاضم قىو عهًَ                     ًعقذجان حانذان ُحذحهُهنرقصٍ  اخرثاساً اخشاً 

 .  و   وانخُانُح انحقُقُح الأخضائه

ذحقق  أٌ فُدة ،  انُقطح عُذ فاضمنهر قاتهح                     ذانحان كاَد إرا أَه َشي

 .الأونً انذسخح يٍ دضئُحان انرفاضلاخ ًعادلاخان يٍ صوج   و   انذانراٌ

ذكىٌ   عُذها فٍ انُقطح .        عُذ فاضمنهر قاتهح                    نُفرشض اٌ 

 انرانُح: سًَاٌ  –كىشٍ  ٍوذحقق يعادنريىخىدج    و  انرفاضلاخ يٍ انشذثح الاونً نكم يٍ 

  

  
 

  

  
 

  

  
  

  

  
 

 كانرانٍ:     ًَكٍ كراتح ذفاضم  كاسذُضَحكىشٍ سًَاٌ تانصُغح ان يٍ يعادنرٍ

 ́    
  

  
  

  

  
 

  

  
  

  

  
 

 . ذحهُهُح نكم قُى      ذانح ان، حُث اٌ           ذانح هكىشٍ سًَاٌ ن ٍريثال: حقق يعادن

 انحم:

 تانشكم انرانٍ: ذكرة   و  تذلانح       اٌ 

                      

 وتانرانٍ فأٌ

               

             

   و  يٍ انشذثح الاونً نكم يٍ  اندضئُحانرفاضلاخ 
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 ايا

  

  
     

  

  
    

  

  
  

  

  
 

 ادنرٍيٍ يعقذ ذحققد.  سًَاٌ كىشٍ يعادنرٍ أٌ َشي انًعقذ، انًسرىي فٍ       َقطح لأٌ تانُسثحنزنك 

 كانرانٍ:     ًَكٍ كراتح ذفاضم  كىشٍ سًَاٌ

 ́    
  

  
  

  

  
 

  

  
  

  

  
 

 ́                      

 ́         

 Criterion for Non-analyticityيت  تحليلال عدم هعيار

ذكىٌ            انذانح فإٌ ،  انًدال فٍ   يٍ َقطح كم فٍ سًَاٌ -كىشٍ يعادنرا قذرحق نى إرا

 . غُش ذحهُهُح فٍ 

 .  يٍ َقطح كمدانح غُش ذحهُهُح فٍ                     يثال: اثثد اٌ انذانح انًعقذج 

 انحم:

             

            

   و  انرفاضلاخ اندضئُح يٍ انشذثح الاونً نكم يٍ 
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 ايا

  

  
   

  

  
    

  

  
  

  

  
 

اٌ ، نزنك َسرُرح تأٌ انذانح غُش ذحهُهُح فٍ     ذرحقق فقظ ارا كاَد  سًَاٌ كىشٍ يعادلاخ أٌ َشي

 . َقطح يٍ 

 A Sufficient Condition for Analyticityلتحليل ا كافيت

 دانح                    فًُا ارا كاَد انذانح  سًَاٌ كىشٍ يعادنرا نُا ذضًٍ لا ، راذها حذت

 ذكىٌ لا قذ رنك ويع z عُذ سًَاٌ -كىشٍ يعادلاخ ذرحقق أٌ انًًكٍ يٍ.        انُقطح عُذذحهُهُح 

 ششط َضُف عُذيا ،  عُذ ذحهُهُح دنُس      فإٌ انحانرٍُ، كهرا فٍ .  عُذ فاضمنهر قاتهح     

 الأستعح اندضئُح انًشرقاخ وإنً  و   إنً الاسرًشاسَح
  

  
 و 

  

  
 و 

  

  
و 

  

  
 يعادلاخ أٌ إظهاس ًَكٍ ،

 عُذ                     ذحهُم نضًاٌ كافُح أَضًا ونكُها فقظ ضشوسَح نُسد سًَاٌ -كىشٍ

 . 

 التحليليت هعيار

 يسرًشج الأونً انذسخح يٍ خضئُح يشرقاخ ونذَهًا ويسرًشج حقُقُح       و       انذوال أٌ افرشض

 انًعقذج انذانح فإٌ ،  َقاط خًُع فٍ سًَاٌ -كىشٍ يعادلاخ  و   حققد إرا.   انًدال فٍ

 .  فٍ ذحهُهُح                     
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     يثال: تانُسثح نهذانح 
 

     
  

 

     
       ، انذوال 

 

     
        و  

 

     
 

انرفاضلاخ اندضئُح يٍ انشذثح  ،. اكثش يٍ رنك   اٌ عُذ         دوال يسرًشج يا عذا انُقطح 

    اٌ عُذ          يا عذا انُقطح الاونً ذكىٌ يسرًشج

  

  
 

     

        
 

  

  
 

  

  
  

   

        
  

  

  
  

 .    انُقطح  عهً َحرىٌ لا   يدال أٌ فٍ ذحهُهُح      أٌ َسرُرح وهكزا

 

 .        نذانح ا ، خذ ذفاضمسًَاٌ –كىشٍ  يعادنرٍ تاسرخذاو: يثال

 انحم:

                    |    |             

            
 

 
                (

 

 
) 

 وتانرانٍ

  
 

 
          

       (
 

 
) 

 سًَاٌ وتاسرخذاو قىاعذ انرفاضم َحصم: –تاسرخذاو ذفاضلاخ كىشٍ 

  

  
 

 

       
 

  

  
 

(
 
 
)

  (
 
 
)
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 (
 
  )

  (
 
 
)
   

 

       
 

  

  
  

  

  
 

 كانرانٍ:     ًَكٍ كراتح ذفاضم  كىشٍ سًَاٌ ادنرٍيٍ يع سًَاٌ. –كىشٍ  انرانٍ ذحققد يعادنراوت

 ́    
  

  
  

  

  
 

  

  
  

  

  
 

 ́    
 

       
  

 

       
 

 

       
  

 

       
 

 ́    
    

       
 

    

       
 

 

 
 

 ريواى –الصيغت القطبيت لوعادلاث كوشي 

 انصُغح ، انىاقع فٍ. انقطثُح الإحذاثُاخ تذلانح ًعقذجان حانذان عٍ انرعثُش ًَكٍ

                    

 سًَاٌ كىشٍ يعادلاخ ذصثح انقطثُح الإحذاثُاخ فٍ. نلاسرخذاو ًحيلائ أكثشكىٌ غانثا يا ذوهٍ 

  

  
 

 

 

  

  
 

  

  
  

 

 

  

  
 

 كانرانٍ:     كىشٍ سًَاٌ تانصُغح انقطثُح ًَكٍ كراتح ذفاضم  يٍ يعادنرٍ

 ́        (
  

  
  

  

  
)  

    

 
(
  

  
  

  

  
) 
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 يثال: ارا كاٌ نذَُا

                    

 سًَاٌ تذلانح الاحذاثُاخ انقطثُح تانشكم انرانٍ: –تشهٍ اَه ًَكٍ كراتح يعادلاخ كىشٍ 

  

  
 

 

 

  

  
 

  

  
  

 

 

  

  
 

 انحم:

يٍ انفصم الاول عشفُا اٌ اندضء انحقُقٍ وانخُانٍ نهعذد انًعقذ َكرة تذلانح الاحذاثُاخ انقطثُح تانشكم 

 انرانٍ:

        

        

 ًَكٍ اَدادها يٍ خلال انصُغ انرانُح:  و   واٌ كم يٍ 

  √      

 

       (
 

 
) 

انرفاضم اندضئٍ 
  

  
  

  

  
 

  

  

  

  
 

  

  

  

  
 

  

  
 

  

  

 

    
 

 

 

  

  

 

    
                      

انرفاضم اندضئٍ 
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انرفاضم اندضئٍ 
  

  
  

  

  
 

  

  

 

    
 

 

 

  

  

 

    
                       

انرفاضم اندضئٍ 
  

  
 

  

  
 

  

  

 

    
 

 

 

  

  

 

    
                      

يٍ يعادنح كىشٍ سًَاٌ الاونً 
  

  
 

  

  
    و     وتاسرخذاو  

  

  

 

    
 

 

 

  

  

 

    
 

  

  

 

    
 

 

 

  

  

 

    
                              

 نثاَُحيٍ يعادنح كىشٍ سًَاٌ ا
  

  
  

  

  
    و     وتاسرخذاو  

  

  

 

    
 

 

 

  

  

 

    
 

  

  

 

    
 

 

 

  

  

 

    
                              

 : واندًع َحصم عهً      ت     انًعادنح وضشب       ت     انًعادنح تضشب

  

  
 

 

 

  

  
 

 : واندًع َحصم عهً      ت    انًعادنح وضشب        ت     انًعادنح تضشب

  

  
  

 

 

  

  
 

     كىشٍ سًَاٌ تانصُغح انقطثُح نهذانح  يثال: حقق يعادنرٍ
 

 
. 

 انحم:

 انقطثُح نهذانح ذعطًاِسُح وانصُغح 

     
 

 
 

 

    
 

    

 
  

    

 
 

 وتانرانٍ
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 وتانرانٍ

  

  
 

 

 

  

  
 

 تانُسثح انً

  

  
 

    

  
 

  

  
  

    

 
 

 ارٌ

  

  
  

 

 

  

  
 

 سًَاٌ تانصُغح انقطثُح.  –رحقق يعادنرا كىشٍ ذوتانرانٍ 

 كانرانٍ:     كىشٍ سًَاٌ تانصُغح انقطثُح ًَكٍ كراتح ذفاضم  يٍ يعادنرٍ

 ́        (
  

  
  

  

  
)  

    

 
(
  

  
  

  

  
) 

 ́        ( 
    

  
  

    

  
)  

    

 
( 

    

 
  

    

 
) 

 ́     
    

  
              

    

  
             

 ́     
    

  
(    )   

    

  
(    )   

 

  
 

 


