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 جامعة البصرة–كلية التربية للعلوم الصرفة  -قسم الفيزياء                               ماجد عبد الله ناطق. دو موسى كاظم شامر  . داعداد: 

 Series with positive termsالمتسلسلات ذات الحدود الموجبة 

، درسنا المتسلسلات الهندسية وبعض المتسلسلات التي يمكن معالجتها باستخدام الكسور في المواضيع السابقة

الا ان هذه المتسلسلات تمثل نسبة قليلة جداً من المتسلسلات التي سنتناولها والتي يستحيل ايجاد الجزئية، 

جموعها الجزئي. في هذا الموضوع نقدم بعض الطرق غير المباشرة لمعرفة تقارب او تباعد المتسلسلات ذات م

 ومنها: الحدود الموجبة

  Integral testاختبار التكامل  -1

∑لتكن النظرية: لتكن  𝒂𝒏
∞
𝒏=𝟎  ،ولتكنمتسلسلة ذات حدود موجبة 𝒇  دالة مستمرة، موجبة ومتناقصة لكل قيم

x حيث ان ب𝒙 ≥ 𝑵 (𝑵 عدد طبيعي موجب.)  فان المتسلسلة∑ 𝒂𝒏
∞
𝒏=𝑵  والتكامل∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙

∞

𝑵
كلاهما  

 .متقاربان او متباعدان

 المتسلسلة  :مثال

∑
𝟏

𝒏𝒑
=

𝟏

𝟏𝒑
+

𝟏

𝟐𝒑
+

𝟏

𝟑𝒑
+

𝟏

𝟒𝒑
+ ⋯ ………+

𝟏

𝒏𝒑

∞

𝒏=𝟏

 

𝒑بحيث عندما  ،ثابت حقيقي 𝒑ان يث ح > 𝒑فان المتسلسلة تتقارب وعندما  𝟏 ≤ 𝒑في حال  ،تتباعد 𝟏 = 𝟏 

 .تدعى المتسلسلة بالهارمونية

∑ ما اذا كانت المتسلسلةفي  مثال: استخدم اختبار التكامل لتحديد (
𝟏

𝒏𝟒)
∞
𝒏=𝟏 ام متباعدة متقاربة. 

𝒇(𝒙)الحل: لنفرض  =
𝟏

𝒙𝟒
𝒙. هذه الدالة مستمرة، موجبة ومتناقصة عند  ≥  ، بتطبيق اختبار التكامل𝟏

∫
𝒅𝒙

𝒙𝟒
= 𝐥𝐢𝐦

𝑹→∞
∫ 𝒙−𝟒𝒅𝒙

𝑹

𝟏

= −
𝟏

𝟑

∞

𝟏

𝐥𝐢𝐦
𝑹→∞

(
𝟏

𝑹𝟑
− 𝟏) =

𝟏

𝟑
 

∑التكامل متقارب، وبالتالي المتسلسلة   (
𝟏

𝒏𝟒)
∞
𝒏=𝟏 .متقاربة 

∑ما اذا كانت المتسلسلة في دم اختبار التكامل لتحديدمثال: استخ (
𝟏

𝒏+𝟑
)∞

𝒏=𝟏 ام متباعدة متقاربة. 

𝒇(𝒙)الحل: لنفرض  =
𝟏

𝒙+𝟑
𝒙. هذه الدالة مستمرة، موجبة ومتناقصة عند  ≥  ، بتطبيق اختبار التكامل𝟏

∫
𝒅𝒙

𝒙 + 𝟑
= 𝐥𝐢𝐦

𝑹→∞
∫

𝒅𝒙

𝒙 + 𝟑

𝑹

𝟏

=

∞

𝟏

𝐥𝐢𝐦
𝑹→∞

(𝐥𝐧(𝑹 + 𝟑) − 𝐥𝐧(𝟒)) = ∞ 

∑التكامل متباعد، وبالتالي المتسلسلة   (
𝟏

𝒏+𝟑
)∞

𝒏=𝟏 .متباعدة 
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∑ما اذا كانت المتسلسلة في  مثال: استخدم اختبار التكامل لتحديد (𝒏−
𝟏

𝟑)∞
𝒏=𝟏 ام متباعدة متقاربة. 

𝒇(𝒙)الحل: لنفرض  = 𝒙−
𝟏

𝒙، موجبة ومتناقصة عند . هذه الدالة مستمرة𝟑 ≥  ، بتطبيق اختبار التكامل𝟏

∫ 𝒙−
𝟏
𝟑𝒅𝒙 = 𝐥𝐢𝐦

𝑹→∞
∫ 𝒙−

𝟏
𝟑𝒅𝒙

𝑹

𝟏

=

∞

𝟏

𝟑

𝟐
𝐥𝐢𝐦
𝑹→∞

(𝑹
𝟐
𝟑 − 𝟏) = ∞ 

∑التكامل متباعد، وبالتالي المتسلسلة   (𝒏−
𝟏

𝟑)∞
𝒏=𝟏 .متباعدة 

∑لتحديد فيما اذا كانت المتسلسلة مثال: استخدم اختبار التكامل  (
𝟏

√𝒏−𝟒
)∞

𝒏=𝟓 ام متباعدة متقاربة. 

𝒇(𝒙)الحل: لنفرض  =
𝟏

√𝒙−𝟒
𝒙. هذه الدالة مستمرة، موجبة ومتناقصة عند  ≥  ، بتطبيق اختبار التكامل𝟓

∫
𝒅𝒙

√𝒙 − 𝟒
= 𝐥𝐢𝐦

𝑹→∞
∫

𝒅𝒙

√𝒙 − 𝟒

𝑹

𝟓

=

∞

𝟓

𝟐𝐥𝐢𝐦
𝑹→∞

(√𝑹 − 𝟒 − 𝟏) = ∞ 

∑التكامل متباعد، وبالتالي المتسلسلة   (
𝟏

√𝒏−𝟒
)∞

𝒏=𝟏 .متباعدة 

∑مثال: استخدم اختبار التكامل لتحديد فيما اذا كانت المتسلسلة  (
𝟏

𝒏𝟐+𝟏
)∞

𝒏=𝟏 ام متباعدة متقاربة. 

𝒇(𝒙)الحل: لنفرض  =
𝟏

𝒙𝟐+𝟏
𝒙متناقصة عند . هذه الدالة مستمرة، موجبة و ≥  ، بتطبيق اختبار التكامل𝟏

∫
𝒅𝒙

𝒙𝟐 + 𝟏
= 𝐥𝐢𝐦

𝑹→∞
∫

𝒅𝒙

𝒙𝟐 + 𝟏

𝑹

𝟏

=

∞

𝟏

𝐥𝐢𝐦
𝑹→∞

(𝐭𝐚𝐧−𝟏 𝑹 −
𝛑

𝟒
) =

𝛑

𝟐
−

𝛑

𝟒
=

𝛑

𝟒
 

∑، وبالتالي المتسلسلة  قاربالتكامل مت (
𝟏

𝒏𝟐+𝟏
)∞

𝒏=𝟓 قاربةمت. 

∑دم اختبار التكامل لتحديد فيما اذا كانت المتسلسلة مثال: استخ (
𝟏

𝒏𝟐−𝟏
)∞

𝒏=𝟒 ام متباعدة متقاربة. 

𝒇(𝒙)الحل: لنفرض  =
𝟏

𝒙𝟐−𝟏
𝒙. هذه الدالة مستمرة، موجبة ومتناقصة عند  ≥  ، بتطبيق اختبار التكامل𝟒

∫
𝒅𝒙

𝒙𝟐 − 𝟏
= 𝐥𝐢𝐦

𝑹→∞
∫ (

𝟏
𝟐

𝒙 − 𝟏
−

𝟏
𝟐

𝒙 + 𝟏
)𝒅𝒙

𝑹

𝟒

=

∞

𝟒

𝟏

𝟐
𝐥𝐢𝐦
𝑹→∞

(𝒍𝒏
𝑹 − 𝟏

𝑹 + 𝟏
− 𝒍𝒏

𝟑

𝟓
) 
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 جامعة البصرة–كلية التربية للعلوم الصرفة  -قسم الفيزياء                               ماجد عبد الله ناطق. دو موسى كاظم شامر  . داعداد: 

∫
𝒅𝒙

𝒙𝟐 − 𝟏
=

∞

𝟒

𝟏

𝟐
𝐥𝐢𝐦
𝑹→∞

(𝒍𝒏
𝑹 (𝟏 −

𝟏
𝑹)

𝑹 (𝟏 +
𝟏
𝑹)

− 𝒍𝒏
𝟑

𝟓
) =

𝟏

𝟐
((

𝟏 −
𝟏
∞

𝟏 +
𝟏
∞

) − 𝒍𝒏
𝟑

𝟓
) = −

𝟏

𝟐
𝒍𝒏

𝟑

𝟓
 

∑وبالتالي المتسلسلة   التكامل متقارب، (
𝟏

𝒏𝟐−𝟏
)∞

𝒏=𝟒 .متقاربة 

∑استخدم اختبار التكامل لتحديد فيما اذا كانت المتسلسلة تمرين:  (
𝟏

𝒏(𝒏−𝟏)
)∞

𝒏=𝟏ام متباعدة متقاربة. 

∑مثال: استخدم اختبار التكامل لتحديد فيما اذا كانت المتسلسلة  (
𝒏

𝒏𝟐−𝟏
)∞

𝒏=𝟏 ام متباعدة بةمتقار. 

𝒇(𝒙)الحل: لنفرض  =
𝒙

𝒙𝟐−𝟏
𝒙. هذه الدالة مستمرة، موجبة ومتناقصة عند  >  ، بتطبيق اختبار التكامل𝟏

∫
𝒙𝒅𝒙

𝒙𝟐 − 𝟏
=

∞

𝟏

𝟏

𝟐
∫

𝟐𝒙𝒅𝒙

𝒙𝟐 − 𝟏
=

∞

𝟏

𝟏

𝟐
𝐥𝐢𝐦
𝑹→∞

(𝒍𝒏(𝑹𝟐 + 𝟏) − 𝒍𝒏(𝟐)) = ∞ 

∑المتسلسلة  التكامل متباعد، وبالتالي  (
𝒏

𝒏𝟐−𝟏
)∞

𝒏=𝟏 .متباعدة 

∑مثال: استخدم اختبار التكامل لتحديد فيما اذا كانت المتسلسلة  (
𝒏

(𝒏𝟐+𝟏)
𝟑
𝟓

)∞
𝒏=𝟑 ام متباعدة متقاربة. 

𝒇(𝒙)الحل: لنفرض  =
𝒙

(𝒙𝟐+𝟏)
𝟑
𝟓

𝒙. هذه الدالة مستمرة، موجبة ومتناقصة عند  ≥  ، بتطبيق اختبار التكامل𝟑

∫
𝒙

(𝒙𝟐 + 𝟏)
𝟑
𝟓

𝒅𝒙 = 𝐥𝐢𝐦
𝑹→∞

∫ (
𝒙

(𝒙𝟐 + 𝟏)
𝟑
𝟓

)𝒅𝒙

𝑹

𝟑

∞

𝟑

 

𝒖التعويض طريقة لحل التكامل نستخدم  = 𝒙𝟐 + 𝒅𝒖وبالتالي  𝟏 = 𝟐𝒙𝒅𝒙 بالنسبة لحدود التكامل ، 

𝒙عندما  = 𝒖فأن  𝟑 = 𝟑𝟐 + 𝟏 = 𝟏𝟎 

𝒙ا عندم = 𝐑  فأن𝒖 = 𝑹𝟐 + 𝟏 

=
𝟏

𝟐
𝐥𝐢𝐦
𝑹→∞

∫ (
𝒅𝒖

𝒖
𝟑
𝟓

)

𝑹𝟐+𝟏

𝟏𝟎

=
𝟓

𝟒
𝐥𝐢𝐦
𝑹→∞

((𝑹𝟐 + 𝟏)
𝟐
𝟓 − 𝟏𝟎

𝟐
𝟓) = ∞ 

∑التكامل متباعد، وبالتالي المتسلسلة   (
𝒏

(𝒏𝟐+𝟏)
𝟑
𝟓

)∞
𝒏=𝟑 .متباعدة 
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 جامعة البصرة–كلية التربية للعلوم الصرفة  -قسم الفيزياء                               ماجد عبد الله ناطق. دو موسى كاظم شامر  . داعداد: 

∑ر التكامل لتحديد فيما اذا كانت المتسلسلة استخدم اختبا تمرين: (
𝒏𝟐

(𝒏𝟑+𝟗)
𝟑
𝟓

)∞
𝒏=𝟐𝟓 ام متباعدة متقاربة. 

∑مثال: استخدم اختبار التكامل لتحديد فيما اذا كانت المتسلسلة  (𝒏𝒆−𝒏𝟐
)∞

𝒏=𝟏 ام متباعدة متقاربة. 

𝒇(𝒙)الحل: لنفرض  = 𝒙𝒆−𝒙𝟐
𝒙لدالة مستمرة، موجبة ومتناقصة عند . هذه ا ≥  ، بتطبيق اختبار التكامل𝟏

∫ 𝒙𝒆−𝒙𝟐
𝒅𝒙 =

∞

𝟏

𝐥𝐢𝐦
𝑹→∞

∫ 𝒙𝒆−𝒙𝟐

𝑹

𝟏

𝒅𝒙 

𝒖لحل التكامل نستخدم التعويض  = 𝒙𝟐  وبالتالي𝒅𝒖 = 𝟐𝒙𝒅𝒙 بالنسبة لحدود التكامل ، 

𝒙عندما  = 𝒖فأن  𝟏 = 𝟏 

𝒙عندما  = 𝐑  فأن𝒖 = 𝑹𝟐 

= −
𝟏

𝟐
𝐥𝐢𝐦
𝑹→∞

∫ 𝒆−𝒖𝒅𝒖

𝑹𝟐

𝟏

= −
𝟏

𝟐
𝐥𝐢𝐦
𝑹→∞

(𝒆−𝑹𝟐
− 𝒆−𝟏) = −

𝟏

𝟐
𝐥𝐢𝐦
𝑹→∞

(
𝟏

𝒆𝑹𝟐 −
𝟏

𝒆
) =

𝟏

𝟐𝒆
 

∑التكامل متقارب، وبالتالي المتسلسلة (𝒏𝒆−𝒏𝟐
)∞

𝒏=𝟏   .متقاربة 

∑تكامل لتحديد فيما اذا كانت المتسلسلة مثال: استخدم اختبار ال (
𝟏

𝒏(𝒍𝒏𝒏)𝟐)
∞
𝒏=𝟐 ام متباعدة متقاربة. 

𝒇(𝒙)الحل: لنفرض  =
𝟏

𝒙(𝒍𝒏𝒙)𝟐
𝒙. هذه الدالة مستمرة، موجبة ومتناقصة عند  ≥  ، بتطبيق اختبار التكامل𝟐

∫
𝟏

𝒙(𝒍𝒏𝒙)𝟐
𝒅𝒙 =

∞

𝟐

𝐥𝐢𝐦
𝑹→∞

∫
𝟏

𝒙(𝒍𝒏𝒙)𝟐

𝑹

𝟐

𝒅𝒙 

𝒖لحل التكامل نستخدم التعويض  = 𝒍𝒏𝒙  وبالتالي𝒅𝒖 =
𝟏

𝒙
  .، بالنسبة لحدود التكامل

𝒙عندما  = 𝒖فأن  𝟐 = 𝒍𝒏𝟐 

𝒙عندما  = 𝐑  فأن𝒖 = 𝒍𝒏𝑹 

= 𝐥𝐢𝐦
𝑹→∞

∫
𝟏

𝒖𝟐

𝒍𝒏𝑹

𝒍𝒏𝟐

𝒅𝒖 = −𝐥𝐢𝐦
𝑹→∞

(
𝟏

𝒍𝒏𝑹
−

𝟏

𝒍𝒏𝟐
) =

𝟏

𝒍𝒏𝟐
 

∑التكامل متقارب، وبالتالي المتسلسلة (
𝟏

𝒏(𝒍𝒏𝒏)𝟐)
∞
𝒏=𝟐 .متقاربة 
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∑مثال: استخدم اختبار التكامل لتحديد فيما اذا كانت المتسلسلة  (
𝒍𝒏𝒏

𝒏𝟐 )∞
𝒏=𝟏 ام متباعدة متقاربة. 

𝒇(𝒙)الحل: لنفرض  =
𝒍𝒏𝒙

𝒙𝟐
𝒙جبة ومتناقصة عند . هذه الدالة مستمرة، مو ≥  ، بتطبيق اختبار التكامل𝟏

∫
𝒍𝒏𝒙

𝒙𝟐
𝒅𝒙 =

∞

𝟐

𝐥𝐢𝐦
𝑹→∞

∫
𝒍𝒏𝒙

𝒙𝟐

𝑹

𝟐

𝒅𝒙 

𝒖بفرض ان  لحل التكامل نستخدم تكامل بالتجزئة = 𝒍𝒏𝒙   و𝒅𝒗 =
𝟏

𝒙𝟐
 

∫
𝒍𝒏𝒙

𝒙𝟐
𝒅𝒙 = −

𝒍𝒏𝒙

𝒙
+ ∫ 𝒙−𝟐𝒅𝒙 = −

𝒍𝒏𝒙

𝒙
−

𝟏

𝒙
+ 𝑪 

𝐥𝐢𝐦
𝑹→∞

∫
𝒍𝒏𝒙

𝒙𝟐

𝑹

𝟐

𝒅𝒙 = 𝐥𝐢𝐦
𝑹→∞

((−
𝒍𝒏𝑹

𝑹
−

𝟏

𝑹
) − (−

𝒍𝒏𝟐

𝟐
−

𝟏

𝟐
)) 

= 𝐥𝐢𝐦
𝑹→∞

(
𝒍𝒏𝟐

𝟐
+

𝟏

𝟐
) − 𝐥𝐢𝐦

𝑹→∞
(
𝒍𝒏𝑹

𝑹
+

𝟏

𝑹
) = (

𝒍𝒏𝟐

𝟐
+

𝟏

𝟐
) − 𝐥𝐢𝐦

𝑹→∞
(
𝒍𝒏𝑹

𝑹
) 

= (
𝒍𝒏𝟐

𝟐
+

𝟏

𝟐
) − 𝐥𝐢𝐦

𝑹→∞
(

𝟏
𝑹
𝟏

) =
𝟏 + 𝒍𝒏𝟐

𝟐
 

∑التكامل متقارب، وبالتالي المتسلسلة (
𝒍𝒏𝒏

𝒏𝟐 )∞
𝒏=𝟏 .متقاربة 

 The ratio testبار النسبة تاخ -2

∑نظرية : لتكن  𝒂𝒏
∞
𝒏=𝟎  متسلسلة ذات حدود موجبة وان𝒂𝒏 ≠  ، فانها تتقارب اذا كان𝒏لكل قيم  𝟎

𝐥𝐢𝐦𝒏→∞ (
𝒂𝒏+𝟏

𝒂𝒏
) = 𝑳 < ∞→𝐥𝐢𝐦𝒏، تتباعد  𝟏 (

𝒂𝒏+𝟏

𝒂𝒏
) = 𝑳 > او  تقارب ويفشل الاختبار في تحديد 𝟏

∞→𝐥𝐢𝐦𝒏تباعد المتسلسلة اذا كان (
𝒂𝒏+𝟏

𝒂𝒏
) = 𝑳 =  وفي هذه الحالة يتم استخدام اختبار اخر. 𝟏

∑تبار النسبة، اختبر المتسلسلة  مثال:باستخدام اخ
𝟓𝒏

𝒏!

∞
𝒏=𝟎 .فيما اذا كانت متقاربة ام متباعدة 

 الحل: 

𝑳 = 𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

(
𝒂𝒏 + 𝟏

𝒂𝒏
) =  𝐥𝐢𝐦

𝒏→∞
(

𝟓𝒏+𝟏

(𝒏 + 𝟏)!
𝟓𝒏

𝒏!

) = 𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

(
𝟓𝒏+𝟏

(𝒏 + 𝟏)!
×

𝒏!

𝟓𝒏
) = 𝐥𝐢𝐦

𝒏→∞
(

𝟓

𝒏 + 𝟏
) 
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 جامعة البصرة–كلية التربية للعلوم الصرفة  -قسم الفيزياء                               ماجد عبد الله ناطق. دو موسى كاظم شامر  . داعداد: 

𝑳 = 𝟎 < 𝟏 

 المتسلسلة متقاربة.  

∑مثال:باستخدام اختبار النسبة، اختبر المتسلسلة  
𝟓𝒏

𝒏𝟐
∞
𝒏=𝟎 .فيما اذا كانت متقاربة ام متباعدة 

 الحل: 

𝑳 = 𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

(
𝒂𝒏 + 𝟏

𝒂𝒏
) =  𝐥𝐢𝐦

𝒏→∞

(

 

𝟓𝒏+𝟏

(𝒏 + 𝟏)𝟐

𝟓𝒏

𝒏𝟐
)

 = 𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

(
𝟓𝒏+𝟏

(𝒏 + 𝟏)𝟐
×

𝒏𝟐

𝟓𝒏
) 

= 𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

(
𝟓𝒏𝟐

𝒏𝟐 + 𝟐𝒏 + 𝟏
) = 𝟓 > 𝟏 

 المتسلسلة متباعدة.  

∑مثال:باستخدام اختبار النسبة، اختبر المتسلسلة  
𝒏!

𝒏𝒏
∞
𝒏=𝟎 اعدة.فيما اذا كانت متقاربة ام متب 

 الحل: 

𝑳 = 𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

(
𝒂𝒏 + 𝟏

𝒂𝒏
) == 𝐥𝐢𝐦

𝒏→∞
(

(𝒏 + 𝟏)!

(𝒏 + 𝟏)𝒏+𝟏
×

𝒏𝒏

𝒏!
) =

𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

(𝟏)

𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

(𝟏 +
𝟏
𝒏)

𝒏 =
𝟏

𝒆𝟏
< 𝟏 

 المتسلسلة متقاربة.  

∑مثال:باستخدام اختبار النسبة، اختبر المتسلسلة  
(𝒏+𝟑)!

𝟑!𝒏!𝟑𝒏
∞
 فيما اذا كانت متقاربة ام متباعدة. 𝟎=𝟏

 الحل: 

𝑳 = 𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

(
𝒂𝒏 + 𝟏

𝒂𝒏
) == 𝐥𝐢𝐦

𝒏→∞
(

(𝒏 + 𝟒)!

𝟑! (𝒏 + 𝟏)! 𝟑𝒏+𝟏
×

𝟑! 𝒏! 𝟑𝒏

(𝒏 + 𝟑)!
) =

𝟏

𝟑
𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

(
𝒏 + 𝟒

𝒏 + 𝟏
) 

=
𝟏

𝟑
𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

(
𝟏 +

𝟒
𝒏

𝟏 +
𝟏
𝒏

) =
𝟏

𝟑

𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

(𝟏 +
𝟒
𝒏)

𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

(𝟏 +
𝟏
𝒏)

=
𝟏

𝟑
 

  𝑳 <  المتسلسلة متقاربة. 𝟏

 



                                                                     نية: المرحلة الثا2الرياضيات 3الفصل الاول: المحاضرة 

7 
 

 جامعة البصرة–كلية التربية للعلوم الصرفة  -قسم الفيزياء                               ماجد عبد الله ناطق. دو موسى كاظم شامر  . داعداد: 

∑مثال:باستخدام اختبار النسبة، اختبر المتسلسلة  
𝟐𝒏+𝟓

𝟑𝒏
∞
𝒏=𝟎 .فيما اذا كانت متقاربة ام متباعدة 

 الحل: 

𝑳 = 𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

(
𝒂𝒏 + 𝟏

𝒂𝒏
) =  𝐥𝐢𝐦

𝒏→∞
(

𝟐𝒏+𝟏 + 𝟓
𝟑𝒏+𝟏

𝟐𝒏 + 𝟓
𝟑𝒏

) = 𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

(
𝟐𝒏+𝟏 + 𝟓

𝟑𝒏+𝟏
×

𝟑𝒏

𝟐𝒏 + 𝟓
) 

=
𝟏

𝟑
𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

(
𝟐𝒏. 𝟐 + 𝟓

𝟐𝒏 + 𝟓
) =

𝟏

𝟑

𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

(𝟐 +
𝟓
𝟐𝒏)

𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

(𝟏 +
𝟓
𝟐𝒏)

=
𝟐

𝟑
< 𝟏 

 المتسلسلة متقاربة.

∑مثال:باستخدام اختبار النسبة، اختبر المتسلسلة   (
𝒏!

𝒆𝒏𝟐)
∞
𝒏=𝟏 .فيما اذا كانت متقاربة ام متباعدة 

 الحل: 

𝑳 = 𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

(
𝒂𝒏 + 𝟏

𝒂𝒏
) =  𝐥𝐢𝐦

𝒏→∞
(

(𝒏 + 𝟏)!

𝒆(𝒏+𝟏)𝟐

𝒏!

𝒆𝒏𝟐

) = 𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

(
(𝒏 + 𝟏)!

𝒆(𝒏+𝟏)𝟐
.
𝒆𝒏𝟐

𝒏!
) 

 

= 𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

(
𝒏 + 𝟏

𝒆(𝒏𝟐+𝟐𝒏+𝟏−𝒏𝟐)
) = 𝐥𝐢𝐦

𝒏→∞
(

𝒏 + 𝟏

𝒆(𝟐𝒏+𝟏)
) 

 باستخدام طريقة الاوبيتال

= 𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

(
𝟏

𝟐𝒆(𝟐𝒏+𝟏)
) = 𝟎 < 𝟏 

𝐥𝐢𝐦𝒏→∞(𝟐𝒆(𝟐𝒏+𝟏)) حيث ان =  المتسلسلة متقاربة. ، وبالتالي  ∞

∑مثال:باستخدام اختبار النسبة، اختبر المتسلسلة  
(𝒏+𝟏)(𝒏+𝟐)

(𝒏+𝟏)!

∞
𝒏=𝟎 .فيما اذا كانت متقاربة ام متباعدة 

 الحل: 

𝑳 = 𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

(
𝒂𝒏 + 𝟏

𝒂𝒏
) = 𝐥𝐢𝐦

𝒏→∞
(
(𝒏 + 𝟐)(𝒏 + 𝟑)

(𝒏 + 𝟐)!
×

(𝒏 + 𝟏)!

(𝒏 + 𝟏)(𝒏 + 𝟐)
) 



                                                                     نية: المرحلة الثا2الرياضيات 3الفصل الاول: المحاضرة 

8 
 

 جامعة البصرة–كلية التربية للعلوم الصرفة  -قسم الفيزياء                               ماجد عبد الله ناطق. دو موسى كاظم شامر  . داعداد: 

𝑳 = 𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

(
(𝒏 + 𝟐)(𝒏 + 𝟑)

(𝒏 + 𝟐)(𝒏 + 𝟏)!
×

(𝒏 + 𝟏)!

(𝒏 + 𝟏)(𝒏 + 𝟐)
) = 𝐥𝐢𝐦

𝒏→∞
(
(𝒏 + 𝟑)

(𝒏 + 𝟐)
×

𝟏

(𝒏 + 𝟏)
) 

𝑳 = 𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

(
(𝒏 + 𝟑)

𝒏𝟐 + 𝟑𝒏 + 𝟐
) 

 طريقة اوبيتالباسخدام 

𝑳 = 𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

(
𝟏

𝟐𝒏 + 𝟑
) =

𝟏

∞
= 𝟎 < 𝟏 

 .المتسلسلة متقاربة

∑مثال:باستخدام اختبار النسبة، اختبر المتسلسلة  
𝒏(𝒏+𝟏)

(𝒏+𝟏)!

∞
𝒏=𝟎 .فيما اذا كانت متقاربة ام متباعدة 

 الحل: 

𝑳 = 𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

(
𝒂𝒏 + 𝟏

𝒂𝒏
) = 𝐥𝐢𝐦

𝒏→∞
(
(𝒏 + 𝟏)(𝒏 + 𝟐)

(𝒏 + 𝟐)!
×

(𝒏 + 𝟏)!

𝒏(𝒏 + 𝟏)
) 

𝑳 = 𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

(
(𝒏 + 𝟏)(𝒏 + 𝟐)

(𝒏 + 𝟐)(𝒏 + 𝟏)!
×

(𝒏 + 𝟏)!

𝒏(𝒏 + 𝟏)
) = 𝐥𝐢𝐦

𝒏→∞
(
𝟏

𝒏
) = 𝟎 < 𝟏 

 .المتسلسلة متقاربة

The nاختبار الجذر النوني  -3
th

 – root test 

∑نظرية : لتكن  𝒂𝒏
∞
𝒏=𝟎  متسلسلة ذات حدود موجبة ، فانها تتقارب اذا كان𝐥𝐢𝐦𝒏→∞(√𝒂𝒏

𝒏 ) = 𝑳 < 𝟏  ،

𝐥𝐢𝐦𝒏→∞(√𝒂𝒏تتباعد 
𝒏 ) = 𝑳 > ويفشل الاختبار في تحديد تقارب او تباعد المتسلسلة اذا  ،𝟏

𝐥𝐢𝐦𝒏→∞(√𝒂𝒏كان
𝒏 ) = 𝑳 = 𝟏. 

∑مثال: بأستخدام اختبار الحد النوني، حدد فيما ان المتسلسلة  (𝒏𝟐 (
𝟐

𝟑
)

𝒏

)∞
𝒏=𝟏 .تتقارب ام تتباعد 

 الحل:

𝑳 = 𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

(√𝒏𝟐 (
𝟐

𝟑
)

𝒏𝒏

)

𝒏→∞

= 𝐥𝐢𝐦 (√𝒏𝟐𝒏
) . 𝐥𝐢𝐦

𝒏→∞
(√(

𝟐

𝟑
)

𝒏𝒏

) 

𝐋 = 𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

(𝒏
(
𝟐
𝒏
)
) . 𝐥𝐢𝐦

𝒏→∞
(

𝟐

𝟑
) = 𝟏 ×

𝟐

𝟑
=

𝟐

𝟑
< 𝟏 
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 جامعة البصرة–كلية التربية للعلوم الصرفة  -قسم الفيزياء                               ماجد عبد الله ناطق. دو موسى كاظم شامر  . داعداد: 

 المتسلسلة متقاربة

∑مثال: بأستخدام اختبار الحد النوني، حدد فيما ان المتسلسلة  ((
𝟑𝒏

𝟐𝒏+𝟏
)

𝒏

)∞
𝒏=𝟏 .تتقارب ام تتباعد 

 الحل:

𝑳 = 𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

(√(
𝟑𝒏

𝟐𝒏 + 𝟏
)

𝒏𝒏

)

𝒏→∞

= 𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

(
𝟑𝒏

𝟐𝒏 + 𝟏
) = 𝐥𝐢𝐦

𝒏→∞
(

𝟑

𝟐
) =

𝟑

𝟐
> 𝟏 

 باعدةالمتسلسلة مت

 Comparison testاختبار المقارنة  -4

∑اذا كان لدنيا  𝒂𝒏
∞
𝒏=𝟏    و∑ 𝒃𝒏

∞
𝒏=𝟏  : متسلسلتان ذات حدود موجبة 

𝒂𝒏عندما  -1 ≤ 𝒃𝒏  لكل عدد صحيح موجب ،𝒏  وكانت∑ 𝒃𝒏
∞
𝒏=𝟏   متقاربة فأن∑ 𝒂𝒏

∞
𝒏=𝟏  متقاربة

 ايضاً.

𝒂𝒏عندما  -2 ≥ 𝒃𝒏  لكل عدد صحيح موجب ،𝒏  وكانت∑ 𝒃𝒏
∞
𝒏=𝟏   متباعدة فأن∑ 𝒂𝒏

∞
𝒏=𝟏  متباعدة

 ايضاً.

∑مثال: باستخدام اختبار المقارنة، بين فيما اذا كانت المتسلسلة  (
𝟑

𝟒𝒏+𝟏
)∞

𝒏=𝟏 بة ام متباعدة.متقار 

𝒂𝒏الحل: لنفرض ان  =
𝟑

𝟒𝒏+𝟏
، لكي نستخدم اختبار المقارنة يجب البحث عن سلسلة اخرى يمكن لنا معرفة 

 انها متقاربة ام متباعدة.

∑نختار المتسلسلة  𝒃𝒏
∞
𝒏=𝟏 = ∑ (

𝟑

𝟒𝒏) > ∑ (
𝟑

𝟒𝒏+𝟏
)∞

𝒏=𝟏
∞
𝒏=𝟏 حيث ان ،

𝟑

𝟒𝒏
= 𝟑 ∑ (

𝟏

𝟒𝒏)
∞
𝒏=𝟏  يمثل ثابت

 مضروب  بمتسلسلة هندسية.

∑ (
𝟏

𝟒𝒏
)

∞

𝒏=𝟎

= 𝟏 +
𝟏

𝟒
+

𝟏

𝟒𝟐
+ ⋯ 

 ( نحصل على:1من خلال المقارنة المعادلة اعلاه مع معادلة تعريف المتسلسلة الهندسية )

𝒂 = 𝟏,𝒓 =
𝟏

𝟒
 

|𝒓|نلاحظ ان  < ∑، اذن متقاربةهندسية وبالتالي فأن المتسلسلة ال 𝟏 (
𝟑

𝟒𝒏+𝟏
)∞

𝒏=𝟏 متقاربة. 
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 جامعة البصرة–كلية التربية للعلوم الصرفة  -قسم الفيزياء                               ماجد عبد الله ناطق. دو موسى كاظم شامر  . داعداد: 

  Alternating seriesالمتسلسلات المتناوبة 

ان المتسلسلة التي تتناوب اشارة حدودها من سالبة الى موجبة  او بالعكس تسمى المتسلسلة المتناوبة، والتي 

 بالشكل: يعبر عنها

∑(−𝟏)𝒏+𝟏

∞

𝒏=𝟏

𝒂𝒏 = 𝒂𝟏 − 𝒂𝟐 + 𝒂𝟑 − 𝒂𝟒 + ⋯(𝟏) 

∑(−𝟏)𝒏

∞

𝒏=𝟏

𝒂𝒏 = −𝒂𝟏 + 𝒂𝟐 − 𝒂𝟑 + 𝒂𝟒 + ⋯ + ⋯(𝟐) 

 تتقارب المتسلسلة اذا تحققت الشروط الثلاثة التالية: 𝟏بالنسبة للمعادلة  :نظرية

  موجبة. 𝒂𝒏كل قيم  -1

𝒂𝒏ان تكون  -2 ≥ 𝒂𝒏+𝟏  لكل قيم𝒏. 

𝐥𝐢𝐦𝒏→∞(𝒂𝒏)ان تكون  -3 = 𝟎 

 مثال: حدد تقارب المتسلسلة

𝟏 −
𝟏

𝟐
+

𝟏

𝟑
−

𝟏

𝟒
+

𝟏

𝟓
+ ⋯+

(−𝟏)𝒏+𝟏

𝒏
 

 الحل: المتسلسلة اعلاه تحقق الشروط الثلاثة الاولى، وهي متقاربة.

 

 مثال: حدد تقارب المتسلسلة

𝟏 − 𝟐 + 𝟑 − 𝟒 + 𝟓 + ⋯+ (−𝟏)𝒏+𝟏𝒏 

 .باعدة، وهي مت3و  2ط تحقق الشرالحل: المتسلسلة اعلاه لا

 Absolute convergenceالتقارب المطلق 

∑اذا كانت نظرية:  |𝒂𝒏|∞
𝒏=𝟏  ،فأن متقاربة∑ 𝒂𝒏

∞
𝒏=𝟏  متقاربة ايضاً. كذلك هو الحال مع اذا كانت المتسلسلة

∑ 𝒂𝒏
∞
𝒏=𝟏 فأن ، متقاربة∑ |𝒂𝒏|∞

𝒏=𝟏 متقاربة  ً  .ايضا
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 جامعة البصرة–كلية التربية للعلوم الصرفة  -قسم الفيزياء                               ماجد عبد الله ناطق. دو موسى كاظم شامر  . داعداد: 

∑مثال: اختبر تقارب المتسلسلة  (
(−𝟏)𝒏+𝟏

𝒏𝟐 )∞
𝒏=𝟏 .باستخدام التقارب المطلق ، 

 الحل: 

∑ (
(−𝟏)𝒏+𝟏

𝒏𝟐
)

∞

𝒏=𝟏

= 𝟏−
𝟏

𝟒
+
𝟏

𝟗
−

𝟏

𝟏𝟔
+ ⋯+

(−𝟏)𝒏+𝟏

𝒏𝟐
 

∑ ( 
(−𝟏)𝒏+𝟏

𝒏𝟐
 )

∞

𝒏=𝟏

= 𝟏+
𝟏

𝟒
+
𝟏

𝟗
+

𝟏

𝟏𝟔
+ ⋯ +

𝟏

𝒏𝟐
= ∑ (

𝟏

𝒏𝟐
)

∞

𝒏=𝟏

 

∑ |𝒂𝒏|∞
𝒏=𝟏  ،فأن متقاربة∑ 𝒂𝒏

∞
𝒏=𝟏 ايضاً. متقاربة 

∑مثال: اختبر تقارب المتسلسلة  (
(−𝟏)𝒏+𝟏

𝟐𝒏 )∞
𝒏=𝟏 

 الحل: 

∑ (
(−𝟏)𝒏+𝟏

𝟐𝒏
)

∞

𝒏=𝟏

= 𝟏−
𝟏

𝟒
+
𝟏

𝟗
−

𝟏

𝟏𝟔
+ ⋯+

(−𝟏)𝒏+𝟏

𝟐𝒏
 

∑ ( 
(−𝟏)𝒏+𝟏

𝟐𝒏
 )

∞

𝒏=𝟏

= 𝟏 +
𝟏

𝟐
+
𝟏

𝟒
+
𝟏

𝟖
+ ⋯+

𝟏

𝟐𝒏
= ∑ (

𝟏

𝟐𝒏
)

∞

𝒏=𝟏

 

 

∑ |𝒂𝒏|∞
𝒏=𝟏  ،فأن متقاربة∑ 𝒂𝒏

∞
𝒏=𝟏 ايضاً. متقاربة 

 

 The ratio test for absolute convergenceالنسبة للتقارب المطلق  أختبار

∑نظرية : لتكن  𝒂𝒏
∞
𝒏=𝟎 :متسلسلة لانهائية ذات حدود غير صفرية، فان 

∞→𝐥𝐢𝐦𝒏تتقارب المتسلسلة مطلقاً اذا  -1 (|
𝒂𝒏+𝟏

𝒂𝒏
|) = 𝑳 < 𝟏. 

∞→𝐥𝐢𝐦𝒏تتباعد المتسلسلة اذا  -2 (|
𝒂𝒏+𝟏

𝒂𝒏
|) = 𝑳 > ∞→𝐥𝐢𝐦𝒏و ا 𝟏 (|

𝒂𝒏+𝟏

𝒂𝒏
|) = ∞. 

∞→𝐥𝐢𝐦𝒏يفشل الاختبار في تحديد تقارب او تباعد المتسلسلة اذا كان -3 (|
𝒂𝒏+𝟏

𝒂𝒏
|) = 𝑳 = 𝟏. 
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 جامعة البصرة–كلية التربية للعلوم الصرفة  -قسم الفيزياء                               ماجد عبد الله ناطق. دو موسى كاظم شامر  . داعداد: 

∑مثال: اختبر المتسلسلة  (
(−𝟏)𝒏+𝟏𝒏𝟐

𝒆𝒏 )∞
𝒏=𝟏 اربة ام متباعدة باستخدام اختبار النسبة للتقارب فيما اذا كانت متق

 المطلق.

 الحل:

𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

( 
(−𝟏)𝒏+𝟐(𝒏 + 𝟏)𝟐

𝒆(𝒏+𝟏)

𝒆𝒏

(−𝟏)𝒏+𝟏𝒏𝟐
 ) = 𝐥𝐢𝐦

𝒏→∞
(
(𝒏 + 𝟏)𝟐

𝒆𝒏𝟐
) 

=
𝟏

𝒆
𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

((
𝒏 + 𝟏

𝒏
)

𝟐

) =
𝟏

𝒆
(𝐥𝐢𝐦

𝒏→∞
(
𝒏 + 𝟏

𝒏
))

𝟐

=
𝟏

𝒆
< 𝟏 

    

  وبالتالي المتسلسلة متقاربة تقارب مطلق.

 

∑مثال: اختبر المتسلسلة  (
(−𝟏)𝒏

𝒏𝟐 )∞
𝒏=𝟏  فيما اذا كانت متقاربة ام متباعدة باستخدام اختبار النسبة للتقارب

 المطلق.

 الحل:

lim
𝑛→∞

( 
(−𝟏)𝒏+𝟏

(𝒏 + 𝟏)𝟐

𝒏𝟐

(−𝟏)𝒏
 ) = lim

𝑛→∞
( 

(−𝟏)𝟏𝒏𝟐

(𝒏 + 𝟏)𝟐
 ) 

= lim
𝑛→∞

((
𝒏

𝒏 + 𝟏
)

𝟐

) = ( lim
𝑛→∞

(
𝒏

𝒏 + 𝟏
))

𝟐

= 1 

 .لا يمكن ان تكون المتسلسلة متقاربة او متباعدة

 

∑مثال: اختبر المتسلسلة  (
𝟏

𝒏𝟐)
∞
𝒏=𝟏 م متباعدة باستخدام اختبار النسبة للتقارب المطلق.فيما اذا كانت متقاربة ا 

 :الحل

lim
𝑛→∞

( 
𝟏

(𝒏 + 𝟏)𝟐

𝒏𝟐

𝟏
 ) = lim

𝑛→∞
( 

𝒏𝟐

(𝒏 + 𝟏)𝟐
 ) 

= lim
𝑛→∞

((
𝒏

𝒏 + 𝟏
)

𝟐

) = ( lim
𝑛→∞

(
𝒏

𝒏 + 𝟏
))

𝟐

= 1 
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 جامعة البصرة–كلية التربية للعلوم الصرفة  -قسم الفيزياء                               ماجد عبد الله ناطق. دو موسى كاظم شامر  . داعداد: 

∑مثال: اختبر المتسلسلة  (
𝟏

𝒏
)∞

𝒏=𝟏 ذا كانت متقاربة ام متباعدة باستخدام اختبار النسبة للتقارب المطلق.فيما ا 

 :الحل

lim
𝑛→∞

(|
𝟏

(𝒏 + 𝟏)

𝒏

𝟏
|) = lim

𝑛→∞
(|

𝒏

(𝒏 + 𝟏)
|) 

= lim
𝑛→∞

(
𝒏

(𝒏 + 𝟏)
) = 1 

∑مثال: اختبر المتسلسلة  (
𝒏𝒏

𝒏!
)∞

𝒏=𝟏 دام اختبار النسبة للتقارب فيما اذا كانت متقاربة ام متباعدة باستخ

 المطلق.

 :الحل

lim
𝑛→∞

( 
(𝒏 + 𝟏)𝒏+𝟏

(𝒏 + 𝟏)!

𝒏!

𝒏𝒏
 ) = lim

𝑛→∞
( 

(𝒏 + 𝟏)𝒏+𝟏

(𝒏 + 𝟏)𝒏!

𝒏!

𝒏𝒏
 ) = lim

𝑛→∞
( 

(𝒏 + 𝟏)𝒏

𝒏𝒏
 ) 

= lim
𝑛→∞

(
(𝒏 + 𝟏)𝒏

𝒏𝒏
) = lim

𝑛→∞
((

𝒏 + 𝟏

𝒏
)

𝒏

) = lim
𝑛→∞

((𝟏 +
𝟏

𝒏
)

𝒏

) = lim
𝑛→∞

(𝒆
𝒏𝒍𝒏(𝟏+

𝟏
𝒏
)
) 

= 𝒆
lim
𝑛→∞

(𝒏𝒍𝒏(𝟏+
𝟏
𝒏
))

= 𝒆
lim
𝑛→∞

(
𝒍𝒏(𝟏+

𝟏
𝒏
)

𝟏
𝒏

)

= 𝒆

lim
𝑛→∞

(
𝟏

(𝟏+
𝟏
𝒏
)
)

= 𝒆𝟏 > 𝟏 

 المتسلسلة متباعدة

∑سلة مثال: اختبر المتسل (
(−𝟐)𝒏𝒏!

𝒏𝒏 )∞
𝒏=𝟏 فيما اذا كانت متقاربة ام متباعدة باستخدام اختبار النسبة للتقارب. 

 الحل

lim
𝑛→∞

( 
(−𝟐)𝒏+𝟏(𝒏 + 𝟏)!

(𝒏 + 𝟏)𝒏+𝟏

𝒏𝒏

(−𝟐)𝒏𝒏!
 ) = lim

𝑛→∞
( 

(−𝟐)𝟏(𝒏 + 𝟏)𝒏𝒏

(𝒏 + 𝟏)𝒏+𝟏
 ) 

= lim
𝑛→∞

( 
(−𝟐)𝟏𝒏𝒏

(𝒏 + 𝟏)𝒏
 ) = 2 lim

𝑛→∞
((

𝒏

𝒏 + 𝟏
)

𝑛

) = 2 lim
𝑛→∞

(
𝟏

(𝟏 +
𝟏
𝒏)

𝒏) =
2

𝑒1
< 1 

𝑒المتسلسلة متقاربة تقارب مطلق حيث ان  = 2.71. 
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 جامعة البصرة–كلية التربية للعلوم الصرفة  -قسم الفيزياء                               ماجد عبد الله ناطق. دو موسى كاظم شامر  . داعداد: 

∑مثال: اختبر المتسلسلة  (
(−𝟑)𝒏𝒏!

𝒏𝒏 )∞
𝒏=𝟏  ام متباعدة باستخدام اختبار النسبة للتقاربفيما اذا كانت متقاربة. 

 الحل

lim
𝑛→∞

( 
(−𝟑)𝒏+𝟏(𝒏 + 𝟏)!

(𝒏 + 𝟏)𝒏+𝟏

𝒏𝒏

(−𝟑)𝒏𝒏!
 ) = lim

𝑛→∞
( 

(−𝟑)𝟏(𝒏 + 𝟏)𝒏𝒏

(𝒏 + 𝟏)𝒏+𝟏
 ) 

= lim
𝑛→∞

( 
(−𝟑)𝟏𝒏𝒏

(𝒏 + 𝟏)𝒏
 ) = 3 lim

𝑛→∞
((

𝒏

𝒏 + 𝟏
)

𝑛

) = 3 lim
𝑛→∞

(
𝟏

(𝟏 +
𝟏
𝒏)

𝒏) =
3

𝑒1
> 1 

𝑒المتسلسلة متباعدة حيث ان  = 2.71. 

∑مثال: اختبر المتسلسلة  (
(−𝟑)𝒏

𝒏!
)∞

𝒏=𝟏 فيما اذا كانت متقاربة ام متباعدة باستخدام اختبار النسبة للتقارب. 

 الحل

lim
𝑛→∞

( 
(−𝟑)𝒏+𝟏

(𝒏 + 𝟏)!

𝒏!

(−𝟑)𝒏
 ) = lim

𝑛→∞
( 

(−𝟑)𝟏

𝒏 + 𝟏
 ) = 3 lim

𝑛→∞
(

𝟏

𝒏 + 𝟏
) = 0 < 1 

 المتسلسلة متقاربة تقارب مطلق.

 


