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 د.بشرى عسيس طه                                   انرياضياث انتطبيقيت 333انمقرر ر

 انفصم الاول : انذوال انخاصت 

 Gamma Function   :اماـدانت ك (1

)   اِا ـذؼشف داٌح و )n   : ٟتاٌشىً الاذ 
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0nب ان تكون ولكً ٌكون التكامل متقارب ٌج . 
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 (Recurrence Relation) بانعلاقت انتكراريت نذال كـاما( 2تسمي انعلاقت )

 تكون عذد صحيح موجب : nولاحظ ان   (2ه )م (3
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 ( تاٌص١غح اٌرا١ٌح:2اٌؼلالح  )٠ّىٓ وراتح  ملاحظت:
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صفش اٚػذد    nػٕذِا ذىْٛ     او  ٔلاخع اْ داٌح وـاِا ذىْٛ غ١ش ِؼشفح  ( 4ٚترىشاس اٌؼلالح )

,0ػذد عاٌة غ١ش صذ١خ  nاِا ارا واْ   صذ١خ عاٌة. 1, 2,...n      ْفا 
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)ٚ٘ىزا     )n  تاٌشىً:ذىْٛ ِؼشفح ٌٍم١ُ اٌغاٌثح غ١ش اٌصذ١ذح 
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,0ٌج١ّغ ل١ُ   اٌغاٌثح   n( ٠ّىٓ اعرخذاِٙا لإ٠جاد ل١ُ  5لالح )ػذد صذ١خ ٚاْ اٌؼ nد١ث   1, 2,...n   . 
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 ٚترذ٠ًٛ اٌرىاًِ اٌثٕائٟ اٌٝ الادذاث١اخ اٌمطث١ح ٔذصً ػٍٝ:
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 ملاحظت:

 ٔصف ػذد صذ١خ عاٌة اٚ ِٛجة فّثلا:  nػٕذِا ذىْٛ    nلأٞ ل١ّح وـاِا ٠ّىٓ ا٠جاد داٌح 
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 اثثد اٌرىاِلاخ اٌرا١ٌح: امثهت:
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 اثثد اْ تماريه:
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 Beta Function   دانت بيتا -2

 ص١غح اٌرا١ٌح:ذؼشف داٌح ت١را تاٌ
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 انعلاقت بيه دانتي كامـا وبيتـا:
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  ملاحظت:
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 ِٓ اٌؼلالاخ اٌّّٙح الاخشٜ اٌرٟ ذذرٛٞ ػٍٝ داٌح وـاِا ٟ٘ :  -1

( ) (1 ) ; (0 1)
sin( )

m m m
m




      

2-                                

1

0
1 sin( )

my
dy

y m





 


 

  انبرهان:

1

0

1

0

( ) ( )
( , )

( )

( ) ( )

(1 ) ( )

1

( ) (1 )

(1 ) ( 1 )

( ) (1 ).
sin( )

m

m n

m

n m
m n

m n

y n m
dy

y m n

put n m

y m m
dy

y m m

m m
m
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 اثثد اْ (:2)ثال م
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 تاٌشىً الاذٟ: اٌخطأذؼشف داٌح  :( ErrorFunction)دانت انخطأ -3
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ذؼشف داٌح اٌخطأ  :(Complementary Error Function)انمتتمت دانت انخطأ

 اٌّررّح تاٌشىً الاذٟ:
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 اٚجذ دً اٌرىاِلاخ اٌرا١ٌح تماريه:
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 انفصم انثاوي : دوال بيسم

 

اٌّؼادٌح اٌرفاظ١ٍح           
2 2 2( ) 0x y xy x n y     

 ػذد ثاتد. nد١ث  nذغّٝ ِؼادٌح ت١غً  اٌرفاظ١ٍح ِٓ اٌشذثح  

ا ٚلإ٠جادّ٘ا ٔغرخذَ غش٠مح خط١ ١ٍٓم( ِٓ اٌشذثح اٌثا١ٔح ف١ىْٛ ٌٙا د١ٍٓ ِغر1تّا اْ اٌّؼادٌح )

0xاٌّرغٍغلاخ ٌذً اٌّؼادٌح. ٔلادع اْ    ( ٌٚزٌه ٔفشض 1ٟ٘  ٔمطح ِٕفشدج ِٕرظّح ٌٍّؼادٌح )

0اٌذً تاٌص١غح             

0

; 0k n

k

k

y a x a






   

0n( نحصل فً حالة 1وبتعوٌض المتسلسلة اعلاه  فً المعادلة )     (n ٌعلى احد حلول المعادلة حلٌست عدد صح)

) والذي ٌكون بالشكل:                )ny AJ x 

 ثابت اختٌاري حٌث ان  Aحٌث   

                                         

2

0

( 1) ( )
2( )

! ( 1)

r r n

n

r

x

J x
r r n









  
 

( )nJ x   تسمى دالة بٌسل من النوع الاول والرتبةn . 

 نحصل على الحل الثانً والذي ٌكون بالشكل : nاما فً حالة الجذر الثانً  
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( 1) ( )
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! ( 1)

r r n

n

r

x

J x
r r n











  
 

0nلٌست عدد صحٌح  و n( فً حالة  1الحل العام للمعادلة ) . 

 

( ) ( )n ny AJ x B J x  

A,حٌث    B  .ثابت اختٌاري 

0nوفً حالة    :او عدد صحٌح فان الحلول تساوي 

( )ny AJ x  ًوالحل الثان( )ny BY x. 

)حٌث ان    )nY x   تسمى دالة بٌسل من النوع الثانً والرتبةn  :وتعطى بالصٌغة 

( )cos( ) ( )
( ) .

sin( )

n n
n

J x n J x
Y x

n






 

)وبهذا ٌكون الحل العام     ) ( )n ny AJ x BY x . 

)ػذد صذ١خ ِٛجة فاْ  nارا وأد      ملاحظت: ) ( 1) ( )n

n nJ x J x  . 

 انبرهان: 
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فٟ ٘زا اٌّٛظٛع عٛف ٔشرك اٌؼلالاخ اٌرىشاس٠ح تذٚاي  انصيغ انتكراريت نذانت بيسم:

)ت١غً    )nJ x   :ِٚشرماذٙا 
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1

0

2 1 2 1

1 0

1 2 1 2

0 0

2 ( 1)

0

! ( 1)

( 1) ( ) ( 1) ( )
2 2

( 1)! ( 1) 2 ! ( 1)

( 1) ( ) ( 1) ( )
2 2

! ( 1 1) ! ( 1)

( 1) ( )
2( )

! ( ( 1) 1)

r r

r

r r n r r n

r r

r r n r r n

r r

r r n

n

r

r n

x x
n

r r n r r n

x x
n

r r n x r r n

x
n

J x
r r n x

 





   
 

 

   
 

 

 




  

 
 

      

 
 

      


   

   



 

 



1

( )

( ) ( ) ( ) .... (1)

n

n n n

J x

n
J x J x J x
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2 2

2 1

0

2 1

0

2 1 2 1

1

( 1)!
( ) ( )

2
( 1) ( )( )

2 2( ) ...(*)
! ( 1)

( 1) ( )
2( ) ( )

2 2 ! ( 1)

( 1) ( ) ( 1) ( )
2 2( ) ( )

2 ! ( 1) 2 ! ( 1)

r r n

r r n

n

r

r r n

n

r

r r n r r n

n

r

r r
r n r n

r n x

J x
r r n

x
r r n

J x
r r n

x x
r r n

J x
r r n r r n




 




 




   





  




 
  




  
  

 


  
     







1

0

( 1)

2 1 2 1

1 0

2 ( 1) 2 ( 1)

0 0

1 1

( 1) ( ) ( 1) ( )
1 12 2
2 ( 1)! ( 1) 2 ! ( )

( 1) ( ) ( 1) ( )
1 12 2
2 ! ( ( 1) 1) 2 ! ( ( 1) 1)

1 1
( ) ( ) ( ) .... (2)

2 2

r

r r

r

r r n r r n

r r

r r n r r n

r r

n n n

x x

r r n r r n

x x

r r n r r n

J x J x J x

 





 

   
 

 

   
 

 

 

 
 

     

 
  

       

   



 

 
 

 

 ( نحصل على2(و)1من معادلة )

1

1 1

1

1

( ) ( ) ( ) .... (1)

2 ( ) ( ) ( ) .... (2)

________________________________

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .... (3)

n n n

n n n

n n n

n n n

n
J x J x J x

x

J x J x J x

n
J x J x J x

x

n
J x J x J x

x



 





   

  



  

  

 

 ( نحصل على2( و)1كذلك من )

1

1 1

( ) ( ) ( ) .... (1)

2 ( ) ( ) ( ) .... (2)

n n n

n n n

n
J x J x J x

x

J x J x J x
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1

1 1

1 1

1 1

( ) ( ) ( ) .... (1)

1 1
( ) ( ) ( ) .... (2)

2 2

________________________________

1 1
0 ( ) ( ) ( )

2 2

2
( ) ( ) ( ) .... (4)

n n n

n n n

n n n

n n n

n
J x J x J x

x

J x J x J x

n
J x J x J x

x

n
J x J x J x

x



 

 

 

   

  



   

 

 

(  نضربها فً 3من معادلة )
nx                                                       1( ) ( ) ( )n n n

n
J x J x J x

x


   

1

1

1

1

1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ... (5)

n n n

n n n

n n n

n n n

n n

n n

x J x x J x n x J x

x J x n x J x x J x

d
x J x x J x

dx











  

  

   

 

1

1

( ) ( )

( ) ( ) ... (6)

n n

n n

n n

n n

d
x J x dx x J x dx c

dx

x J x dx x J x c





   

 

 



 

( فً 1بضرب طرفً المعادلة )
nx

 على نحصل

 

 

1( ) ( ) ( )n n n

n
J x J x J x

x


    

1

1

1

1

1

1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ... (7)

( ) ( ) ...(8)

n n n

n n n

n n n

n n n

n n

n n

n n

n n

x J x x J x n x J x

x J x n x J x x J x

d
x J x x J x

dx

x J x dx x J x c

   



   



 



 



   

   

    

   

 :امثهت

)3جذ     (1 )J x  0تذلاٌح 1( ), ( )J x J x. 

    ( 4من العلاقة التكرارٌة )
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1 1

1 2 0

2 3 1

2
( ) ( ) ( )

2
1 ( ) ( ) ( ) .... (1)

4
2 ( ) ( ) ( ) .... (2)

n n n

n
J x J x J x

x

n J x J x J x
x

n J x J x J x
x

  

   

   

 

 ( ٔذصً ػٍٝ 2ِٓ )

 

3 2 1

4
( ) ( ) ( ) ... (3)J x J x J x

x
  

 ( ٔذصً ػٍٝ 1ِٓ )

2 1 0

2
( ) ( ) ( ) ... (4)J x J x J x

x
  

 ٔذصً ػٍٝ (3( فٟ)4ترؼ٠ٛط )

3 1 0 1

1 0 12

2

1 02

4 2
( ) ( ( ) ( )) ( )

8 4
( ) ( ) ( )

8 4
( ) ( ) ( )

J x J x J x J x
x x

J x J x J x
x x

x
J x J x

x x

  

  


 

 

 

4جذ ذىاًِ  (2

1( )x J x dx. 

4

1

2 2

1

2

2 1

(6)

4 4 3

1 2 2

4 3

2 3

( )

( )

2 ( ) , ( ( ) ( ) )... (6)

( ) ( ) 2 ( )

( ) 2 ( )

n n

n n

x J x dx

u x dv x J x dx

du xdx v x J x x J x dx x J x c

x J x dx x J x x J x dx

x J x x J x c



 

   

 

  





 

 

 اثثد اْ  (3



23 
 

2

3

0 0

0

2

0

1 1

2 2
2

3 3 2

0 1 10
0 0

2
3 2 2

1 2 0
0

1 2 1 2

( ) 8 (2)

( ) ( . )

2 ( ) , ( ( ) ( ) )... (6)

( ) ( ) 2 ( )

( ) 2[ ( )]

8 (2) 8 (2) 8( (2) (2))...( )

n n

n n

x J x dx J

u x dv xJ x dx udv u v v du

du xdx v xJ x x J x dx x J x c

x J x dx x J x x J x dx

x J x x J x

J J J J





   

   

 

 

    



 



  

1(                           4ِٓ اٌؼلالح ) 1

2
( ) ( ) ( )n n n

n
J x J x J x

x
   

        
1 2 0 0 1 2

1, 2

2
(2) (2) (2) (2) (2) (2)

2

n x

J J J J J J

 

    
 

نعوض فً معادلة )*( نحصل                                                   

2

3

0 0

0

( ) 8 (2)x J x dx J 

 اثبت ان  (4

233 3 3 3
1 1 0

3 23

2 23
1 1 2

1 1

1 2 0

2 1 0

23
1 1 0

2

1 0

1

( ) 6 ( ) 3 ( ) .

3 .

( ) ( )3 3 ( )

2
( ) ( ) ( )

2
( ) ( ) ( )

2
( ) ( ) ( )

2
( ) 3 [ ( ) ( )]

6 ( ) 3 ( ) .

(

n n n

J x dx xJ x x J x c

x y x y dx y dy

J x dx J y y dy y J y c

n
J y J y J y

y

J y J y J y
y

J y J y J y
y

J x dx y J y J y c
y

yJ y y J y c

J x

 

  

    

  

 

 

 

  

  



 



233 3 3 3
1 0) 6 ( ) 3 ( )dx xJ x x J x c   

 وتيجت:

 

1

2

1

2

2
1) ( ) sin

2
2) ( ) cos ( . )

J x x
x

J x x H W
x
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 :(1برهان )

2

0

1 1
2 2

2 2

1

0 02

( 1) ( )
2( )

! ( 1)

( 1) ( ) ( 1) ( )
2 2( )

1 2 3
! ( 1) ! ( )

2 2

r r n

n

r

r r
r r

r r

x

J x
r r n

x x

J x
r

r r r






 

 

 




  

 
 


   



 

 

 

1

1 2 1

2 3 2 1 2 1 3 1
( ) . ... . . , ( ( 1) ( ))

2 2 2 2 2

2 1 2 1 3 1 2.4...(2 2)(2 )
. ... . . .

2 2 2 2 2.4...(2 2)(2 )

(2 1)! 1
.

2 2(1).2(2).2(3).2(4)........2( )

(2 1)! (2 1)!

2 !2 2 !

r

r r r

r r r
n n n

r r r r

r r

r

r

r r

r r







 



 

  
     

  







 
 

 

1 1
2 2

2 2

1

0 02

2 1

1
2 12 1 2 2

2 1 2

1
2

0 0 2

2 1

0

( 1) ( ) ( 1) ( )
2 2( )

2 3 (2 1)!! ( ) !
2 2 !

( 1) 2 ( )
( 1) 2 ( )2

(2 1)!
2 (2 1)!

2 ( 1) ( ) 2
sin .

(2 1)!

r r
r r

r r

r

r
r r r

r r

r
r r

r r

r

x x

J x
r rr r

r

x
x

r
r

x
x

x r x






 

 

 

 




 




 





 
 

 




 





 



 

 



 

3جذ     :مثال 5 3

2 2 2

( ), ( ), ( )J x J x J x        تذلاٌحsin , cosx x. 
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1 1

1 3 1

2 2 2

3 1 1

2 2 2

2
( ) ( ) ( )

1 1
( ) ( ) ( )

2

1 1 2 2
( ) ( ) ( ) sin cos

2 1
( sin cos ).

n n n

n
J x J x J x

x

n J x J x J x
x

J x J x J x x x
x x x x

x x
x x

 



 





 

   

    

 

 

 

1 1

3 5 1

2 2 2

5 3 1

2 2 2

2
( ) ( ) ( )

3 3
( ) ( ) ( )

2

3 3 2 1 2
( ) ( ) ( ) ( sin cos ) sin .

n n n

n
J x J x J x

x

n J x J x J x
x

J x J x J x x x x
x x x x x 

  

   

    

 

1 1

1 1 3

2 2 2

3 1 1

2 2 2

2
( ) ( ) ( )

1 1
( ) ( ) ( )

2

1 1 2 2
( ) ( ) ( ) cos sin .

n n n

n
J x J x J x

x

n J x J x J x
x

J x J x J x x x
x x x x 

 







 


    

 
   

 

 انذانت انمونذة نذانت بيسم:

ذغّٝ اٌذاٌح 
1( )

2( , )
x

t t

g x t e


  ج ٌذاٌح ت١غً ٚاٌرٟ ٠ّىٓ وراترٙا تشىً ِرغٍغٍح تاٌذاٌح اٌٌّٛذ

 ذؼرّذ ػٍٝ داٌح ت١غً:

  

1( )
2( , ) ( )
x

t t
n

n

n

g x t e J x t
 





      

 تسمى المعادلة اعلاه بالمعادلة المولدة لدالة بٌسل.

   ملاحظت:

1( )
2 1 2 32

0 1 2 1 2 3

( 1)

2 1 2 3 4

0 1 2 1 2 3 4

1 2 2 3 3

0 1 2 3

... ...

.... ...

( ) ( ) ( ) ... (*)

n
n n

x
t t

J J

e J J t J t J t J t J t

J J t J t J t J t J t J t

J t t J t t J t t J
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cos( ) sin( )

cos( ) sin( )

___________________________

2cos( ).

i n in

n in

n n

t e t e n i n

t e n i n

t t n

 



 

 



 



    

  



 

 

 اما بالطرح نحصل على 

2 sin( ).n nt t i n  

 نعوض فً )*( نحصل :

 

(2 sin( ))
2

0 1 2 3 42 sin( ) 2cos(2 ) 2 sin(3 ) 2cos(4 ) ...
x

i

e J i J J i J J


        

 

( sin( ))

0 2 4 1 32cos(2 ) 2cos(4 ) ... (2sin( ) 2sin(3 ) ....)x ie J J J i J J          

 

0 2 2 1

1 1

0 2

1

2 1

1

cos( sin ) sin( sin ) 2 cos2 2 sin(2 1)

cos( sin ) 2 cos2 .... (1)

sin( sin ) 2 sin(2 1) .... (2)

k k

k k

k

k

k

k

x i x J k J i k J

x J k J

x k J

   

 

 

 



 











    

 

 

 





)cos( فً   1اذا ضربنا معادلة ) )n  0واجراء التكامل من   

)sin( فً   2اذا ضربنا معادلة ) )n   0واجراء التكامل من  : نحصل على 

 

0 2
0

10 0

cos( sin )cos( ) cos( ) 2 cos2 cos ... (3)k

k

x n d J n d J k n d

 


       




    
 

2 1
0

1 0

sin( sin )sin( ) 2 sin(2 1) sin ... (4)k

k

x n d J k n d




     






  

 باستخدام العلاقات التالٌة:
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0

0

0 ;

cos( )cos( )
; 0

2

0 ;

sin( )sin( )
; 0

2

n m

m n d
n m

n m

m n d
n m





   

   




 
 




 
 





 

 ( نحصل على:4(و)3وتطبٌقها على المعادلتٌن )

 

0

0

;
cos( )cos( sin ) ... (5)

0 ;

0 ;
sin( )sin( sin ) ...(6)

;

n

n

J n is even
n x d

nis odd

n is even
n x d

J nis odd






  

  



 



 





 

 

 عدد فردي او زوجً او صفر فان : nاذا كان 

  

0 0

0

0

cos( )cos( sin ) sin( )sin( sin )

1
( ) [cos( )cos( sin ) ( )sin( sin )]

1
( ) cos( sin ) ; 0,1,2,...

n

n

n

n x d n x d J

J x n x sin n x d

J x n x d n

 





      

    


  


 

 

  

 





 

0nوعندما      فان 

0

0

1
( ) cos( sin )J x x d



 


  

 وعند الحصول على المشتقة

0

1
( ) sin( sin ) ( )nJ x n x sin d



   


   

 .وهكذا بالنسبة للمشتقات العلٌا

1   دالة بٌسل اثبت العلاقة التكرارٌة    باستخدام الدالة المولة لمثال : 1

2
( ) ( ) ( )n n n

n
J x J x J x

x
       

 نحصل على:   t نشتق المعادلة المولدة لدالة بٌسل بالنسبة لـ الحل:
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12 2
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J x t J x n t
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2 1
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[ ( ( ) ( ))] ( )( 1)
2

[ ( ) ( )] ( 1) ( )
2

2( 1)
( ) ( ) ( ) ( 1)

2
( ) ( ) ( )

n

n

n n

n n n

n n

n n n

n n n
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n t

x
t J x J x J x n t

x
J x J x n J x

n
J x J x J x n n

x

n
J x J x J x
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 تاٌص١غح:  nاٌح ت١غً  اٌّؼذٌح ِٓ إٌٛع الاٚي ٚاٌشذثح ذؼشف د دوال بيسم انمعذنت:

( ) ( )n

n nI x i J ix 

 حٌث دالة بٌسل المعدلة هً حل للمعادلة التفاضلٌة:
2 2 2( ) 0x y xy x n     

 

 ٠ّٚىٓ وراتح داٌح ت١غً اٌّؼذٌح تص١غح اٌّرغٍغلاخ واٌراٌٟ:

2

0

( 1) ( )
2( )

! ( 1)

r r n

n

r

x

J x
r r n
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0
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! ( 1)
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r
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I x i J ix i
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x
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i
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ارْ داٌح ت١غً اٌّؼذٌح ٟ٘         

2

0

( )
2( )

! ( 1)

r n

n

r

x

I x
r r n







  

 

)فٟ داٌح ٜ ػذد صذ١خ ِٛجة فاْ  ملاحظت: ) ( )n nI x I x 

  انبرهان:

 

2

0

1
0

2 2
1

0

( )
2( )

! ( 1)

( ) ( )
2 2

! ( 1) ! ( 1)

r n

n

r

r n r n
n

r r n

x

I x
r r n

x x

r r n r r n











 
 

 


  

 
     



 

 

1فً المجموع الاول                                         1 0 ( 1) .r n r n r n           

2( )
2( )

! ( 1)

r n

n

r n

x

I x
r r n









  

 

2 2( )

0

( 1) ( 1)

2

0

( ) ( )
2 2( )

( )! ( 1) ( )! ( 1)

( )
2 ( )

! ( 1)

r r n

r n r n n

n

r n r

r n r

r n

n

r

x x

I x
r n r n r n r n n

x

I x
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 ارية لداوال بيسل المعدلة:العلاقات التكر

)٠ّىٓ اٌذصٛي ػٍٝ اٌؼلالاخ اٌرىشاس٠ح ٌذٚاي ت١غً اٌّؼذٌح  )nI x  اٌؼلالاخ اٌرىشاس٠ح ٌذٚاي ِٓ

)ت١غً )nJ x :مثلا 

1 1

2
( ) ( ) ( )n n n

n
J x J x J x

x
  

 

  

xبابدال  ix   نحصل على 
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1 1

1 1 1

1 1 1

2

1 1 1 1

2
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ).

2 1
[ ( ) ( ) ( )]( )

2 2
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )...(1)

n n n

n n

n n n n

n n n

n n n n

n n n n n n
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J ix J ix J ix

ix

I x i J ix J ix i I x

n
i I x i I x i I x

x i

n n
I x i I x I x I x I x I x

x x

 



  

  

   

 

  

 

     

 

 ِٓ اٌؼلالح اٌرىشاس٠ح 

1 1

1 1
( ) ( ) ( )...(1)

2 2
n n nJ x J x J x 
   

 

xبابدال  ix  نحصل 

 

1 1

1 1
( ) ( ) ( )

2 2

( ) ( ) ( ) ( )

n n n

n n

n n n n

J ix J ix J ix

J ix i I x i J ix i I x

 
   

    

1

1 1 1

1 1 1

2

1 1

1 1

( ) ( )

1 1 1
[ ( ) ( ) ( )]

2 2

1 1
( ) ( ) ( )

2 2

1 1
( ) ( ) ( )....(2)

2 2

n

n n

n n n

n n n n

n n n

n n n

J ix i I x

i I x i I x i I x
i

I x i I x I x

I x I x I x



  

  

 

 

 

   

   

  

 

 الباقٌة. التكرارٌة لدوال بٌسل المعدلة  : برهن العلاقات تمرين

 ارٌة اثبت باستخدام العلاقات التكر  -1:تمرين

 

2 0 2

3 0 0

1) ( ) ( ) 2 ( ).

2) ( ) 3 ( ) 4 ( ).

J x J x J x

J x J x J x

 

   
 

1باستخدام العلاقة  -2 12 ( ) ( ) ( )n n nJ x J x J x 
    برهن ان  

                                                0 1 3 5( ) 2[ ( ) ( ) ( ) ...]J x dx J x J x J x    
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 Legender Function:دوال نيجىذر  انفصم انثانث

 انمعادنت انتفاضهيت 

                                     

2
2

2
(1 ) 2 ( 1) 0 ... (1)

d y dy
x x n n y

dx dx
     

 ٌساوي صفر او عدد صحٌح موجب.  nتسمى معادلة لٌجندر التفاضلٌة حٌث 

)حل هذه المعادلة بطرٌقة المتسلسلات ٌعطٌنا احد الحلول    )ny AP x 

)حٌث ان  )nP x  متعددة حدود لٌجندرمن الدرجة  تمثلn وتعطى بالعلاقة التالٌة 

2

0

( 1) (2 2 )!
( ) ... (2)

2 !( )!( 2 )!

k n kN

n n
k

n k x
P x

k n k n k





 


 
 

 حٌث ان 

2

n
N   عندماn ًعدد زوج 

1

2

n
N


  عندماn  عدد فردي 

 ( ٌمكن الحصول على 2العلاقة )من 

 

2 3

0 1 2 3

1 1
( ) 1, ( ) , ( ) (3 1), ( ) (5 3 ).

2 2
P x P x x P x x P x x x      

ٕ٘ان ص١غح اخشٜ ٌّرؼذدج دذٚد ١ٌجٕذس ٟ٘ ملاحظت: 
21

( ) ( 1)
2 !

n
n

n n n

d
P x x

n dx
  

 صيغت رود ريج نمتعذداث حذود نيجىذر. اٌرٟ ذغّٝ

2جذ      :مثال 3( ), ( )P x P x   تاعرخذاَ ص١غح سٚد س٠ج 

  :انحم
2

2 2

2 2 2

2
4 2

2

3 2

1
( ) ( 1)

2 2!

1
( 2 1)

8

1 1
(4 4 ) (3 1).

8 2

d
P x x

dx

d
x x

dx

d
x x x

dx

 

  

   

 

)3؟؟ )P x(H.W.) 

اٌذاٌح انذانت انمونذة نذانت نيجىذر: 

1

2 2(1 2 )xt t


   ٚاٌرٟ  ذغّٝ اٌذاٌح اٌٌّٛذج ٌّؼادٌح ١ٌجٕذس

 ٠ّىٓ وراترٙا تاٌشىً :
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1

2 2

0

(1 2 ) ( ) ... (3)n

n

n

xt t P x t






   

 ر.تمثل المعادلة اعلاه المعادلة المولدة لمعادلة لٌجند

1x: اذا وضعنا  ملاحظة   (  ًٌكون لدٌنا 3ف ) 

 
1

2 2

0

1

2 2

0 0

2

0

2 3

0

0 0

(1 2 ) (1)

1
((1 ) ) (1) (1)

1

1
1 ...

1

1
1 ... ( 1)

1

1 (1) (1) 1.

n

n

n

n n

n n

n n

n

n

n n

n

n n

n n

n n

t t P t

t P t P t
t

t t t
t

t t t t
t

t P t P






 


 









 

 

  

   


    


     


   



 





 

 

1xالان نضع     (ً3ف  ) 

 
1

2 2

0

1

0 0

0 0

(1 2 ) ( 1)

1
(1 ) ( 1) ( 1)

1

1 0
( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

1

n

n

n

n n

n n

n n

n n n n

n n

n n

t t P t

t P t P t
t

n or is even
t P t P

n is odd






 


 

 

 

   

     



         





 

 
 

( ٚرٌه تٛظغ    3ٌّؼشفح اْ داٌح ١ٌجٕذس فشد٠ح اٚ صٚج١ح ٔغرخذَ)  (1 ملاحظت:

,x x t t      ٍٝفٕذصً ػ 
1

2 2

0 0

0
0

(1 2 ) ( ) ( ) ( 1) ( )

( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1) ( )

( ) ( 1) ( )

n n n

n n

n n

n n n n

n n n n

n
n

n

n n

xt t P x t P x t

P x t P x t P x P x

P x P x

 


 







       

      

  

 



 

 .فردية او زوجية nوبذلك تعتمد على قيمة  

زوجية فان دالة ليجندر دالة   nفردية فان دالة ليجندر دالة فردية و اذا كانت   nاذا كانت  

 وجية.ز
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2) 

1

2 32
1 1 1.3 1.3.5 1.3.5...(2 1)

(1 ) 1 ... ...
2 2.4 2.4.6 2.4.6...(2 )1

nn
x x x x x

nx

 
        



0xاذا وضعنا      ( ًنحصل على3ف ) 

1

2 2

0

(1 2 ) ( ) ... (3)n

n

n

xt t P x t






   

1

2 2

0

2 4 6 2

0 1 2

0 1 2

1 3 2 1

0 2 4 6

(1 ) (0)

1 1.3 1.3.5 1.3.5...(2 1)
1 ... ...

2 2.4 2.4.6 2.4.6...(2 )

(0) (0) (0) ... (0) ...

(0) 0, (0) 0, ..., (0) 0

1 1.3 1.3
(0) 1, (0) , (0) , (0)

2 2.4

n

n

n

n

n

n

n

t P t

n
t t t t

n

P t P t P t P t

P P P

P P P P








 


      

    

   

    



2

.5 1.3.5...(2 1)
,..., (0) ( 1)

2.4.6 2.4.6...(2 )

n

n

n
P

n
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)خاصيت انتعامذ نذانت نيجىذر في انفترة  1,1) 

)اْ اٌذاٌح ١ٌجٕذس   )nP x    ذىْٛ ِرؼاِذج فٟ اٌفرشج( 1,1)   واٌذٚاي اٌّثٍث١حsin( ), cos( )mx mx   

 ٚوالاذٟ:

 

1

1

0 : ... (1)

( ) ( ) 2
: ... (2)

2 1

n m

n m

P x P x dx
n m

n





 
 

 

 (1برهان )

) تّا اْ  )nP x الاذٟ: ٌشىًؼ١ٍٗ ٠ّىٓ وراتح اٌّؼادٌح تا٘ٛ دً ٌٍّؼذٌح ١ٌجٕذس اٌرفاظ١ٍح ف 

2
2

2
(1 ) 2 ( 1) 0

d y dy
x x n n y

dx dx
     

 
2

2

2

2

( ) ( )
(1 ) 2 ( 1) ( ) 0

( )
[(1 ) ] ( 1) ( ) 0

n n
n

n
n

d P x dP x
x x n n P x

dx dx

d dP x
x n n P x

dx dx

    

   

 

)تعشب غشفٟ اٌّؼادٌح  )mP x    ٚاجشاء اٌرىاًِ يx ِٓ 1-   1 ٌـ 

1 1

2

1 1

( )
( ) [(1 ) ] ( 1) ( ) ( ) 0n

m m n

d dP x
P x x dx n n P x P x dx

dx dx
 

     

2

2

0
1 1

2 1 2

1

1 1

( )
( ) , [(1 ) ]

( ) ( )
' ( ) , (1 ) . ( ' ( ))

[ ( ) (1 ) ' ( )] (1 ) ' ( ) ' ( ) ( 1) ( ) ( ) 0

n
m

n n
m n

m n m n m n

d dP x
u P x dv x dx

dx dx

dP x dP x
du P x dx v x where P x

dx dx

P x x P x x P x P x dx n n P x P x dx

 

  

   

      

 

1 1

2

1 1

(1 ) ' ( ) ' ( ) ( 1) ( ) ( ) 0 ... (*)m n m nx P x P x dx n n P x P x dx
 

      

mذاي     تات n   ٚn m 
1 1

2

1 1

(1 ) ' ( ) ' ( ) ( 1) ( ) ( ) 0 ... (**)m n m nx P x P x dx m m P x P x dx
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 )**( ٔذصً ػٍِٝٓ  )*(ٚتطشح  
1

1

[ ( 1) ( 1)] ( ) ( ) 0m nn n m m P x P x dx


    

 

 

 
2 2 2 2( 1) ( 1)

( )( ) ( ) ( )( 1).

n n m m n n m m n m n m

n m n m n m n m n m

          

         
1

1

1

1

( )( 1) ( ) ( ) 0

0, 1 0 ( ) ( ) 0

m n

m n

n m n m P x P x dx

if n m n m n m P x P x dx





   

        





 

 

 

 
1

1

( ) ( ) 0 .m nP x P x dx if n m


  

 (:2برهان )

nفٟ داٌح   m فاْ ِٓ اٌّؼادٌح اٌٌّٛذج ٌذاٌح ١ٌجٕذس 

1

2 2

0

2 1 2

0

(1 2 ) ( )

(1 2 ) ( ( ) )

n

n

n

n

n

n

xt t P x t

xt t P x t











  

  




 

2 1

0 0

(1 2 ) ( ) ( ) ,( )n m

n m

n m

xt t P x P x t n m
 

 

 

     

1تاجشاء اٌرىاًِ ٌٍطشف١ٓ ِٓ 1  ٍٝٔذصً ػ 
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1 1 1

2

0 0 1 0 2

0 0 1 1 1

1 1 1

2 3

1 0 1 1 1 2

1 1 1

1 1 1

2 3 4

2 0 2 1 2 2

1 1 1

( ) ( ) ...

...

...

n m

n m

n m

P x P x t dx P Pdx P P tdx P P t dx

PP tdx PP t dx PP t dx

P P t dx P P t dx P P t dx

 


    

  

  

   

   

   

   

  

  

 

nوً ذىاًِ ف١ٗ  m  ٠غاٚٞ صفش 

 

1

2 2

0 1

( ) n

n

n

P x t dx


 

 

1 1

2 1 2 2

01 1

(1 2 ) ( ( ) ) n

n

n

xt t dx P x dx t




 

     

1 1

2 1

0 01 1

(1 2 ) ( ) ( ) n m

n m

n m

xt t dx P x P x t dx
 

 

  

     

21 2 2
2

dy
let y xt t dy tdx dx

t
       


 

2 2

2 2

1 1 2 (1 )

1 1 2 (1 )

x y t t t

x y t t t

       

      
 

2 2

2 2

2

2

(1 ) (1 )1

2 1

1 (1 ) (1 )

(1 ) 2 2 2

(1 )

1 1
(1 2 )

2 2

1 1 1 1
[ln ] [ln(1 ) ln(1 ) ] ln( )

2 2 2 1

1 1 1
ln[ ] [ln(1 ) ln(1 )].

1

t t

t t

t

t

dy dy
xt t dx

y t t y

t
y t t

t t t t

t
t t

t t t

 



  





   



     




    



  

 

 ذٛظ١خ
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1 1

, ( 1)
1 1

ln(1 ) , ln(1 ) ( 1)
1 1

n n n

n n
n

dt dt
t dt t dt

t t

t t
t t

n n

 

  
 

     
 

    

 
 

0 ,

2 ,
1 1 1

2 1
2

0 0

1 1 1
[ln(1 ) ln(1 )] [ ( 1) ] [ [( 1) 1]]

1 1 1

1 2
[2 ] .

2 1 2 1

n odd

n even
n n n

n n

n
n

n n

t t t
t t

t t n n t n

t
t

t n n





  

 

 

         
  

 
 

  

 

 

1

2

1

2
( ) ,

2 1
nP x dx n m

n


  


1

2 2 2

0 0 1

2
( ( ) )

2 1

n n

n

n n

t P x dx t
n

 

  

 


   

اثثد اْ  مثال:  

1

1

( ) 0m

nx P x dx


   فٟ داٌحn m  .ٞػذد فشد 

nتّااْ  انحم:  m ٞػذد فشد 

  ػذد صٚجٟ  nػذد  فشدٞ ٚ  mاِا  ارْ  

mx   ٚ  داٌح فشد٠ح( )nP x ْداٌح صٚج١ح ار( )m

nx P x.داٌح فشد٠ح 

 ػذد فشدٞ   nػذد  صٚجٟ ٚ  mاٚ

mx   ٚ داٌح صٚج١ح( )nP x ْداٌح فشد٠ح ار( )m

nx P x . ْداٌح فشد٠ح   ار 

1

1

( ) 0m

nx P x dx


 

سٚدس٠ج لاثثاخ اْ  حاعرخذَ ص١غمثال:

1

1

( ) 0 ,m

nx P x dx n m


 . 
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1 1

2

1 1

2

1
2

1

1
( ) ( 1)

2 !

, ( 1)

, ( 1)

n
m m n

n n n

n
m n

n

n
m n

n

d
x P x dx x x dx

n dx

d
u x dv x dx

dx

d d
du x v x

dx dx

 





 

  

  

 

 

1 11 1
2 1 2

11 1

1 1

1 1
2

1

1

1
2

1

2 2
2

2 2

1 1
( ) [ ( 1) ] ( 1)

2 ! 2 !

1
( 1)

2 !

, ( 1)

, ( 1)

n n
m m n n m

n n n n n

n
m n

n n

n
m n

n

n
m n

n

d d d
x P x dx x x x x

n dx n dx dx

d d
x x

n dx dx

d d
u x dv x

dx dx

d d
du x v x

dx dx

 

 

 















   

  

  

  

 


 

1 12 2 2
2 1 2

11 2 2

1 1

1 1
( ) [ ( 1) ] ( 1)

2 ! 2 !

n n
m m n m n

n n n n n

d d d d
x P x dx x x x x

n dx dx n dx dx

 

 

 


     

.

1 2 2
2

2 2

1

1
( 1)

2 !

n
m n

n n

d d
x x

n dx dx







  

 

 صً ػٍٝ ذِٓ اٌرىاِلاخ  ٔ nتؼذ   

1 1

2

1 1

1
( ) ( 1) ( 1)

2 !

n
m n m n

n n n

d
x P x dx x x

n dx
 

    

تّا اْ  

1

1

( ) 0m

nx P x dx n m


  . 
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 اثثد اْ: ذاَ اٌذاٌح اٌٌّٛذج ٌذاٌح ١ٌجٕذسختاعر مثال:
' '

1( ) ( ) ( )n n nxP x P x nP x  

الحل:

  
 

 

 xٌـ  تاشرماق اٌّؼادٌح تإٌغثح

3

2

3

2

2 '

0

2 ' 1

0

1
(1 2 ) ( 2 ) ( )

2

(1 2 ) ( ) ... (2)

n

n

n

n

n

n

xt t t P x t

xt t P x t














    

  





 

 نحصل على t( بالنسبة لـ 1باشتقاق )

3

2

3

2

2 1

0

2 1

0

1
(1 2 ) ( 2 2 ) ( )

2

(1 2 ) ( ) ( ) ... (3)

n

n

n

n

n

n

xt t x t nP x t

xt t x t nP x t















     

   





 

 ( نحصل على 3( فً )2وبتعوٌض )

' 1 1

1 1

( ) ( ) ( )n n

n n

n n

x t P x t nP x t
 

 

 

   

' 1 ' 1

1 1 1

1

( ) ( ) ( )n n n

n n n

n n n

n n

xP x t P x t nP x t
  

 

  

 

    

1

2 `2

0

(1 2 ) ( ) ...(1)
z

n

n

n q

xt t P x t
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1nنضع كل  n  

' 1 ' 1 1

1

1 2 1

' ' 1 ' 1 1

1 1 1

2 2 2

' 1 ' 1 1

1

2 2 2

' ' 1

1

2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

[ ( ) ( )]

n n n

n n n

n n n

x x

n n n

n n n

n n n

n n n

n n n

n n n

n

n n n

n

xP x t P x t nP x t

xP x xP x t P x t P x nP x t

xP x t P x t nP x t

xP x P x t nP

  
  



  

  
  



  

  
  



  








 

   

 

 

  

  

  

 1

2

' '

1

( )

( ) ( ) ( )

n

n

n n n

x t

xP x P x nP x






 



 

اذا كانت    نتيجة:
0

( ) ( )n n

n

F x a P x




  فان
1

1

2 1
( ) ( )

2
n n

n
a F x P x dx




 . 

0              تّا اْ  :انبرهان 0 1 1( ) ( ) ( ) ... ( ) ...n nF x a P x a P x a P x                  

)بضرب طرفً المعادلة فً  )nP x   بالنسبة لـ 1الى  -1واجراء التكامل من   x نحصل على 

1 1 1 1

0 0 1 1

1 1 1 1

0 0 2

2 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) ...n n n n n n

n

F x P x dx a P x P x dx a P x P x dx a P x P x dx
   



        

 ٚدغة خاص١ح اٌرؼاِذ ٌذٚاي ١ٌجٕذس ٔذصً ػٍٝ

1 1

1 1

2 2 1
( ) ( ) ( ) ( )

2 1 2
n n n n

n
F x P x dx a a F x P x dx

n
 


  

  

 تشىً ِرغٍغٍح ذرعّٓ دذٚد٘ا دٚاي ١ٌجٕذس.  2xاورة اٌذاٌح  مثال:

0 0 1 1

2

0 1 2

( ) ( ) ( ) ... ( ) ...

1
1, , (3 1)

2

n nF x a P x a P x a P x

P P x P x

    

   
 

1

1

2 1
( ) ( )

2
n n

n
a F x P x dx
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1 1 1

2

0 0 0

1 1 1

1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) .

2 2 2 3
a F x P x dx F x P x dx x dx

  

      

2

1 1

2

1 1 1

1 1

1
(3 1)

21

2

2 2

1

3 3
( ) ( ) ( ) 0

2 2

5 2
( ) .

2 3

x

x

a F x P x dx x P x dx

a x P x dx

 





  

 

 



 

1

2

1

2 1
( ) 0 3.

2
n n

n
a x P x dx n




    

2 2

0 0 0 0 0

1 2 1 2
( ) 0. ( ) ( ) 0 ( ) ( )

3 3 3 3
x P x P x P x x P x P x       

اثبت ان ( 1 تمرين:
2

0 1 23 4 5 6 ( ) 4 ( ) 2 ( )x x P x P x P x    . 

'اعرخذَ ص١غح سٚدس٠ج ٌثش٘اْ اٌؼلالح  (2 '

1 1( ) ( ) (2 1) ( )n n nP x P x n P x    

ثم استنتج ان 

1

1 1

1

1
( ) [ (1) (1)]

2 1
n n nP x dx P P

n
 



 
. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



42 
 

 

 

 

 :(Laplace Transformationتحويم لابلاش  )ابع :   انفصم انر

)اٌّٛجثح فاْ ذذٛي لاتلاط ٌٍذاٌح  tداٌح ِؼشفح ٌج١ّغ ل١ُ  fٌرىٓ   )f t    ٠ٚشِض ٌٗ تاٌشِض

{ ( )}L f t :ًٌعرف كالات 

0
{ ( )} ( ) ( ).stL f t f t e dt f s


  

 تششغ اْ ٠ىْٛ اٌرىاًِ ِرماسب.

)ذذٛي لاتلاط ٠غ١ش اٌذاٌح  )f t   اٌٝ داٌح اخشٜ تذلاٌحs   ٠غّٝ ٚع١ػ اٌرذٛي ٚ٘زا اٌّرغ١ش

 ٠ّىٓ اْ ٠ىْٛ دم١م١ا اٚ ػمذ٠ا.

 :تحول لابلاش نبعض انذوال الاونيت

)ارا وأد    -1 )f t k   د١ثk   ْثاتد فا 

0
0 0

{ } [ ] [0 1] .

{ }

st st stk k k k
L k k e dt s e dt e

s s s s

k
L k

s

 
         

  



 
 

)ارا وأد    -2 ) a tf t e   د١ثa  ْثاتد فا 

( ) ( )

0 0 0

( )

0

1
{ } ( ) .

( )

1 1
[ ] [0 1]

( ) ( )

1
{ } ( ).

( )

a t a t st s a t s a t

s a t

a t

L e e e dt e dt s a e dt
s a

e
s a s a

L e f s
s a

  
    

  

     
 

  
   

 


  

 

5 :مثال 31 1
{ } , { }

5 3

t tL e L e
s s

 
 

 

 :ملاحظت

 ٌرذ٠ًٛ لاتلاط ٌٗ اٌخاص١ح اٌخط١ح أٞ اْ   Lاٌّؤثش 

 

{ ( ) ( )} { ( )} { ( )}.L af t bg t aL f t bL g t 

)ارا وأد    (3 ) sin( )f t at   د١ثa  ْثاتد فا 
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2 2

2 2

2 2

{sin } { }
2

1 1 1 1 1 ( )
[ { } { }] [ ] [ ]

2 2 2 ( )( )

1 2
[ ]

2

{sin }

iat iat

iat iat

s a

e e
L at L

i

s ai s ai
L e L e

i i s ai s ai i s ai s ai

ia

i s a

a
L at

s a










  
    

   







 

 

 :مثال
2 2

1
1 2{sin }

12 ( )
2

L t

s





 

4-  

 

2 2

{cos } { }
2

{cos }

iat iate e
L at L

s
L at

s a







 

5-  

2 2

{sinh } { }
2

{sinh }

at ate e
L at L

a
L at

s a







 

 

6-                                                                  

2 2

{cosh } { }
2

{cosh }

at ate e
L at L

s
L at

s a







 

 اوجذ مثال:

 

2{cos }L t
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   2

2

1 1
{cos } (1 cos2 ) ( 1 cos2 )

2 2

1 1
( ).

2 4

L t L t L L t

s

s s

 
    

 

 
 

 جد      مثال:

    2 2 2 2

{sin cos }

1 1
sin 2 2sin cos ; sin 2 2sin cos (sin 2 ) (2sin cos )

2 2

1 1 1 2
sin cos sin 2 sin 2 .

2 2 2 4 4

L at at

t t t at at at at at at

a a
L at at L at L at

s a s a

   

 
    

  

 

 جد  مثال:

 

   

{sin 3 sin }

cos( ) cos sin sin

cos( ) cos sin sin

__________________________

cos( ) cos( ) 2sin sin

1
sin sin cos( ) cos( )

2

1 1
sin 3 sin cos(3 1) cos(3 1) cos2 cos4

2 2

sin si

L t t

x y xcosy x y

x y xcosy x y

x y x y x y

x y x y x y

t t t t t t

L t

  

  



   

   

      

    

 
2 2

1
n 3 {cos2 } {cos4 }

2

1
sin sin 3 .

2 4 16

t L t L t

s s
L t t

s s

 

 
      

 اثبت ان   مثال:
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1

0

( 1)

( 1) 1

1 1

0 0

1

( 1)
; 1

1 ( 1)
( )

!
, int

n

n

n n st

n

n n x n x

n n

n

n

n
L t n

s

L t t e dt

x dx
st x t dt

s s

x dx n
L t e x e d x

s s s s

n
L t n is eger

s







 

 

   

 



 
  



    

 
  





 

 

مثال:

  

 

 

7 7 7
2 2 2

2 2

3

4 4

5 7
22

1! 1

3! 6

5 3 1
. .

( ) 152 2 2

8

L t
s s

L t
s s

L t
s s s




 

 

  
   

 

 

  موجود سوف نضع فرضٌتٌن fللدالة  لابلاسلكً ٌكون تحول  ملاحظة:

بالفترة   tلكل قٌم  picewise continuous)تكون مستمرة بالاجزاء )    fة  الدال:الفرضية الاولى

[0, a]      حٌثa ثابت موجب.عدد 

 تعريف:الدالة المستمرة بالاجزاء

اذا كان بالامكان تجزئة هذه  [a, b]مستمرة بالاجزاء على الفترة المغلقة    f(t)تكون الدالة

لى عدد محدود من الفترات الجزئٌة الفترة ا

 

 ِغرّشج فٟ اٌفرشج اٌّفرٛدح  f(t)تذ١ث أٗ فٟ وً فرشج جضئ١ح ذىْٛ         

ِٓ اٌذاخً اٌٝ وً ٔمطح ٔٙا٠ح ظّٓ اٌفرشج   tٙا غا٠ح ِذذدج ػٕذِا ذمرشب ٌٚ       

)اٌجضئ١ح. اٞ اْ اٌغا٠ر١ٓ   ), ( )
t d t c
Lim f t Lim f t

  
 جٛدذاْ.ِٛ  
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ٚرٌه لاْ ٘زٖ   [0,3]ذىْٛ ِغرّشج تالاجضاء ػٍٝ اٌفرشجاٌرٟ  f اٌشىً اػلاٖ ٠ٛظخ ِخطػ اٌذاٌح

ِغرّشج ٌىً   f (t)تذ١ث اْ                     اٌفرشج ِجضئح اٌٝ اٌفرشاخ

 ذمرشب  ِٓ اغشاف اٌفرشج. فرشج  ٌٚٙا غا٠ح ِذذدج ػٕذِا

 اٌذاٌح  اٌّغرّشج تالاجضاء ػٍٝ فرشج ِذذٚدج ذىْٛ لاتٍح ٌٍرىاًِ فٟ ذٍه اٌفرشج. -1ملاحظت: 

 وً داٌح ِغرّشج ذىْٛ  ِغرّشج تالاجضاء ٚاٌؼىظ غ١ش صذ١خ.-2

|    |  ذذمك اٌّرثا٠ٕح     اٌذاٌح   :انفرضيت انثاويت           |        | ٌىً ل١ُ    

 . ٌثؼط ل١ُ             

 .   ػٕذِا  (Exponential order) انرتبت الاسيتذغّٝ دٚاي ِٓ  2اٌفشظ١ح اٌذاٌح اٌرٟ ذذمك 

 

٠ىْٛ ِٛجٛدا       ذ٠ًٛ لاتلاط ٌٍذاٌح  فاْ ذ 2ٚ 1ذذمك اٌفشظ١ر١ٓ         ارا وأد  انوجود: ىتمبره

 ثاتد.   د١ث     ٌىً ل١ُ 

 ِٚٓ ذؼش٠ف ذذٛي لاتلاط  1ٚ2ذذمك اٌفشظ١رث١ٓ      ٔفشض   انبرهان:

0 0
{ ( )} ( ) ( ) ( )

T
st st st

T
L f t f t e dt f t e dt f t e dt

 
       

 .     لأٞ 

داٌح ِغرّشج تالاجضاء فاْ        تّا اْ   
0

( )
T

stf t e dt

    ٌ ًٍرىاًِ ِٚرماسب.٠ىْٛ لات 
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( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

[ ] [0 ]
( ) ( )

.
( )

t

st st

T T

Me

st

T

t st s t

T T

s t s T

T

s T

f t e dt f t e dt

f t e dt

Me e dt e M dt

e e
M M

s s

e
M

s



 

 



 



 
 




 
  

   


 





 

  
   




 



 
 

)اي ان التكامل  ) st

T
f t e dt




  لذلك فان تحوٌل لابلاس للدالة     ٌكون محددا لكل قٌم       

 ٌكون موجودا.

ٌىّٕٙا غ١ش       اٌششغ١ٓ فٟ اٌّثشٕ٘ح اػلاٖ ٠ىٛٔاْ واف١اْ ٌٛجٛد ذذ٠ًٛ لاتلاط ٌذاٌح ملاحظت:

اٞ اْ ارا ٌُ ٠رذمك ادذ اٌششغ١ٓ اٚ و١ٍّٙا فاْ ذذ٠ًٛ لاتلاط ٌٍذاٌح لذ ٠ىْٛ ِٛجٛد اٚ  ْ.ظشٚس٠ا

 غ١ش ِٛجٛد وّا ِٛظخ تاٌّثاي اٌراٌٟ:

  مثال:

1

2

0 0

( )

1
lim ( ) lim
t t

f t t

f t
t

 



 



  
 

 تكون غٌر مستمرة بالاجزاء ولكن تحول لابلاس موجود لها:

1 1

2 2

0

stL t t e dt
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1 1
1

2 2

1 1
( )

2 2

0

1
12
2

1 1

0 02 2

( )

( ) 1 1 1
( ) .

2
( ) ( )

n n

x
s

s

x x

x dx
st x t dt

s s

x dx
L t e

s s

x
e dx x e dx

ss
s s



    


 

 


 

    

 
 

 

    



 

 

 خواص اخرى نتحول لابلاش:

 (:1مبرهىت )

}ارا وأد ( )} ( )L f t f s   فأٗ لأٞ ػذد ثاتدa ْٛ٠ى { ( )} ( )atL e f t f s a . 

 انبرهان:

0

0

( )

0 0

( ) { ( )} ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

{ ( ) }.

st

st

s a t at st

at

f s L f t f t e dt

f s f t e dt

s s a f s a f t e dt f t e e dt

L f t e









 

  

 



     







 

 

جذ-1 امثهت:
2 2{ }tL e t

 

 

( ) { ( )}f s L f t 

2

3

2 2

3

2
( ) { ( )} { }

2
{ } ( ) .

( 2)

t

f s L f t L t
s

L e t f s a
s



  

  


 

2-
3{ cos }tL e at 
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2 2

3

2 2

{cos } ( )

3
{ cos } .

( 3)

t

s
L at f s

s a

s
L e at

s a

 





 

 

 :(2مبرهىت )

) اٌذاٌحارا وأد  )f t  ُ0ِٚشرمرٙا ِغرّشذاْ ٌج١ّغ ل١t   ٚواْ ذذٛي لاتلاط ٌٍذاٌح f   ِٛجٛد

 فاْ

{ '( )} { ( )} (0) ( ) (0)L f t s L f t f s f s f    

 انبرهان:

0

{ '( )} '( )

'( )

( )

st

st

st

L f t f t e dt

u e dv f t dt

du se dt v f t











 

  



 

0

0

{ '( )} { ( )} ( )

[0 (0)] { ( )}

{ ( )} (0) ( ) (0)

st stL f t e f t s f t e dt

f sL f t

sL f t f sf s f



   

  

   



 

2

{ "( )} {[ '( )]'} { '( )} '(0)

[ { '( )}] '(0)

[ { ( )} (0)] '(0)

{ ( )} (0) '(0).

L f t L f t sL f t f

s L f t f

s sL f t f f

s L f t sf f

  

 

  

  

 

.
3 2{ "'( )} { ( )} (0) '(0) "(0)L f t s L f t s f s f f    

 وبصورة عامة

.

( ) 1 2 3 ( 1){ ( )} { ( )} (0) '(0) "(0)... (0)n n n n n nL f t s L f t s f s f s f f        

)اذا كانت     مثال: ) cosf t t at    جد{ ( )}L f t. 
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2

2

2

2 2

2 2

0 1

2
2 2

2 2

2
2 2 2 2

2 2

'( ) sin cos

''( ) cos sin .

cos 2 sin .

{ ''( )} { cos } 2 {sin }

( ) (0) '(0) ( ) 2

2
( ) 1 ( )

2
( ) ( ) 1 ( ) ( )

f t at at at

f t a t at asinat a at

a t at a at

L f t a L t at aL at

a
s f s s f f a f s a

a s

a
s f s a f s

a s

a
s a f s s a f s

a s

  

   

  

  

    


   


     


2 2

2 2

2 2

2 2 2
( ) { ( )}.

( )

s a

a s

s a
f s L f t

s a






 



 

)ارا وأد :(3مبرهىت ) )f t  ْٚواْ  2, 1ذذمك اٌفشظ١را{ ( )} ( )L f t f s     ْفا

{ ( )} ( )
d

L t f t f s
ds


. 

 انبرهان:

 ِٓ ذؼش٠ف ذذٛي لاتلاط

0

0 0 0

0

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) { ( )}

st

st st st

st

f s f t e dt

d d d
f s f t e dt f t e dt t f t e dt

ds ds ds

d
f s t f t e dt

ds

d
f s L t f t

ds
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2
2

2

3
3

3

{ ( )} { ( ( ))} { ( )} ( ( )) ( ).

{ ( )} ( )

{ ( )} ( 1) ( )
n

n n

n

d d d d
L t f t L t tf t L t f t f s f s

ds ds ds ds

d
L t f t f s

ds

d
L t f t f s

ds

      

 

 

 

 

 

 

 اٚجذ    مثال:

2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

1) { cos }

{cos }

2
{ cos } ( ) [ ] .

( ) ( )

L t at

s
L at

s a

d s s a s s a
L t at

ds s a s a s a




  
    

  

 

2

2
2

2 2 4 3

2) { }

1
{ } ( )

1

1 1 2( 1) 2
{ } ( ) ( )

1 ( 1) ( 1) ( 1)

t

t

t

L t e

L e f s
s

d d s
L t e

ds s ds s s s

 



    

   

 

 اخرى:طرٌقة 

2

3 1

2

3

2 !
{ } , { }

2
{ } , { ( )} ( )

( 1)

n

n

t at

n
L t L t

s s

L e t L e f t f s a
s
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)ارا وأد :(4مبرهىت ) )f t  ْٚوأد غا٠ح2, 1ذذمك اٌفشظ١را
( )f t

t
0tِٛجٛدج ػٕذِا    ْٚوا

{ ( )} ( )L f t f s     ِْٛجٛد فا
( )

{ } ( )
s

f t
L f s ds

t



 . 

 انبرهان:

0

0

0

0

0

0

0

0

( ) ( )

( ) ( ( ) )

( )

( )( )

1
( )( [ ] )

1
( )( [0 ])

1
( )( [ ])

( ) ( )
( ) { }.

s t

s t

s s

s t

s

s t

s

st

s

st

st

st

f s f t e dt

f s ds f t e dt ds

f t e ds dt

f t e ds dt

f t e dt
t

f t e dt
t

f t e dt
t

f t f t
e dt L

t t





  



 



 





 

























 



 



  

 

 








 

جد مثال:

3 sin 2 sin cos
1) { } 2) { }

te t t t
L L

t t



 

3

3
3

0 0 0

sin 2
1) { }

sin 2 sin 2
2 2

2

t

t
t

t t t

e t
L

t

e t t
Lim Lime Lim

t t  






  
 

 

 الغاٌة موجودة
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2

3

2

3

2

1

2
2

2

1 1 1

1 1

2
{sin 2 }

4

2
{ sin 2 } , { ( )} ( )

( 3) 4

sin 2 2
{ }

( 3) 4

1

2 , tan ,
3 1( ) 1

2

3 3
tan ( )] tan tan ( )

2 2

3 3
tan ( ) cot .

2 2 2

t at

t

s

s

s

L t
s

L e t L e f t f s a
s

e t
L ds

t s

dx
ds x

s x

s s

s s













   

 




  
 


 

 
 

 
   

 
  



 
 

2)(H.W)  

 

 

)ارا وأد :(5مبرهىت ) )f t  ْٚوأد  2, 1ذذمك اٌفشظ١را{ ( )} ( )L f t f s     ْفا
0

( )
{ ( ) }

t
f s

L f t dt
s

. 

 ٔفشض   انبرهان:

 

 

0

0

0

0 ( ( ) )

0

( ) ( ) '( ) ( )

{ '( )} { ( )}

{ ( )} (0) ( )

( )
{ ( )} ( ) { ( )}

( )
{ ( ) }

t

f t dt

t

g t f t dt g t f t

L g t L f t

sL g t g f s

f s
sL g t f s L g t

s

f s
L f t dt

s
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 جذ ذذٛي لاتلاط  مثال:

2

0

2

2

2

2

2

0

2

2

0

1) { sin } , { ( )} ( )

1
{sin }

1

1
{ sin }

( 2) 1

1
{ sin }

[( 2) 1]

1
{ sin } ( )

[( 2) 1]

t

t

t

t

t

t

t

d
L t e tdt L t f t f s

ds

L t
s

L e t
s

L e tdt
s s

d
L t e tdt

ds s s
















 


 

 
 







                                  

2

2

2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2

1 1
(( 2) 1)( ) (2( 2))

(( 2) 1)

(( 2) 1) (2 4 ) 3 8 5

(( 2) 1) (( 2) 1)

s s
s s

s

s s s s s

s s s s

    
 

 

     
 

   

 

  اثثد اْ: W)(H.مثال
2 2

0

4
{ sin 2 }

(( 1) 4)

t

tL e t tdt
s

 
  

: جد   مثال

0

cos
{ }

t ate bt
L dt

t


    ثم استنتج

2 2

0

sin 1 4
{ } ln( )

2

t
t s

L dt
t s s


 

 انحم: 

2 2

2 2

2 2

2 2 2 2

2 2
1

2 2

1
{ cos }

cos 1 ( )
{ } ( ) , { } ( )

1
[ln( ) ln( )] ln( ) 0 ln( )

2

ln( ) ln( )

at

at

s s

ss

s
L e bt

s a s b

e bt s f t
L ds L f s ds

t s a s b t

s a s a
s a s b

s b s b

s a s b

s as b
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 توضٌح

 

2 2 2

2

1
limln( ) l im ln( ) ln(1) 0

1
s s

a
s a s

s b b

s

 




  




 

2 2

0 0

cos 1 ( )
{ } ln , { ( ) }

t tate bt s b f s
L dt L f t dt

t s s a s

 
 

  

,0بوضع  2a b   نحصل على 

2 2
2 2

0

2 2

0

2sin 1 4 1 2
{ } ln , sin 1 2 2sin

2

sin 1 4
{ } ln

2

t

t

t s cos t
L dt t co t t

t s s

t s
L dt

t s s

 
    








 

 ذّش٠ٓ: اثثد اْ 

2 2

0

sin 1 4
{ } ln( )

2

t
t s

L dt
t s s




 
}: اذا كانت  (6)مبرهىت ( )} ( )L f t f s   فان

1
{ ( )} ( )

s
L f at f

a a
    0حٌث انa  .ثابت 

 انبرهان:

0

0

0

{ ( )} ( )

{ ( )} ( )

1
( )

1
( ) .

st

x
s

a

s
x

a

L f at f at e dt

x dx
let at x t dt

a a

dx
L f at f x e

a

f x e dx
a

s
f

a a













    













 

  ِثاي:
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2

2
2

{sin 2 }

1
{sin } ( ).

1

1 1 1 2
{sin 2 } ( ) .

2 2 2 4( ) 1
2

L t

L t f s
s

s
L t f

s s

 


  


 

}0مثال : جد    ( )}L J t   0ثم استنتج{ ( )}L J at. 

 

2 1

2

0

2
2

0 2 2
0 0

!

(2 )!

2 2

0 2 2 2 2 2 2 2 1
0 0 0

( 1) ( )
2( )

! ( 1)

( 1) ( )
( 1)2( )

! ( 1) 2 ( !)

( 1) ( 1) { } ( 1) (2 )! (
{ ( )} { } , { }

2 ( !) 2 ( !) 2 ( !)

r

r r n

n

r

r r
r r

r
r r

r

r

s

r r r r r
n

r r r r
r r r

t

J t
r r n

t
t

J t
r r r

t L t r n
L J t L L t

r r r s








 

 

  


  




  




 
 

   
   



 

   1 1

4.3.2.1

2 3 4 2 5 6 2 7

2 4 6 8

2 3 4

2 2 2 2

1) !

1 2 4! 6!
....

2 2 (2!) 2 (3!)

1 1 1 1.3 1 1.3.5 1 1.3.5.7 1
(1 ....)

2 2.4 2.4.6 2.4.6.8

1 1 1 1.3 1 1.3.5 1 1.3.5.7 1
(1 ( ) ( ) ( ) ( ) ....)

2 2.4 2.4.6 2.4.6.8

n n

n

s s

s s s s

s s s s s

s s s s s

 




    

     

      

 بما ان

2 31 1.3 1.3.5 1
1 ...

2 2.4 2.4.6 1
x x x

x
    


 

بـ   x وبالتعوٌض عن كل
2

1

s
 نحصل على:  
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2

2 2

0 2

0 2 2
2

2

2 2

1 1 1 1

1 1
1

1
{ ( )} .

1

1 1 1 1
{ ( )} .

( ) 1

1
.

s s s

s s

L J t
s

L J at
a as s a

a a

s a









 







 

}جذ ِثاي: )L erf t  ثم جد{ )L erf at. 

 الحل:

2

2

0

0

2

0

0

1

2
1 1

2 2

2
( ) .

2
( ) .

1

2

1 1
( ) .

1 1
{ ( )} { }.

1
( )

1 1 2{ } { } { } .

x

y

t

y

t

x

t

x

erf x e dy

erf t e dy

y x y x dy dx
x

erf t e dx
x

L erf t L e dx
x

L L L x
x s

x s
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0 0

0

1
{ } , { ( )} ( )

1

1 ( )
{ , { ( ) }

1

1 1 1
{ ( )} { } .

1

1
.

1

1 1 1
{ ( )}

1 1

x at

t t

x

t

x

L e L e f t f s a
x s

f s
L e dx L f t dt

sx s s

L erf t L e dx
x s s

s s

L erf at
a s s s

s
a a a







 







  


 


 





 

 

 

 

 اثثد اْ ِثاي:

 

1

4
3

2

3 5 7

3 5 7
1 2 2 2
2

3 5 7
1 2 2 2
2

3 5 7 9

2 2 2 2

3 5 7

2 2 2

{sin( )} .

2

sin ...
3! 5! 7!

sin ...
3! 5! 7!

{sin( )} { ...}
3! 5! 7!

3 5 7 9
( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 ...

3! 5! 7!

1 1 3 1 3 5 1 3
. . . .

2 2 2 2 2 2 2 2

3! 5!

sL t e

s

x x x
x x

t t t
t t

t t t
L t L t

s s s s

s s s



  





    

    

    

   
    

   
9

2

3 2 3

2

2 3

3

2

5 7
. .
2 2 ...

7!

3 3.5 3.5.7
[1 ...]

2 3! 4 5! 8 7!
2

1 1 1
( ) ( ) ( )

4 4 4
[1 ...]

1! 2! 3!
2

s

s s s
s

s s s

s
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2 3

1 .....
1! 2! 3!

x x x x
e      

1

4

3

22

se

s

 

 

 تعريف: )دانت انخطوة انواحذة(

 اٌغاٌثح اٞ اْ  tاٌّٛجثح ٚل١ّرٙا  صفش ٌج١ّغ ل١ُ  tٌج١ّغ ل١ُ  1ٟ٘ اٌذاٌح اٌرٟ ل١ّٙا 

 

 :ازاحت دانت انخطوة انواحذة

1
( )

0

t a
u t a

t a

 
   

 
 

 

)لا٠جاد ذذٛي لاتلاط ٌٍذاٌح  )u t a :ًنطبق تعرٌف تحول لابلاس كالات 

0

0

{ ( )} ( )

( ) ( )

0 1

{ ( )} , 0

st

a

st st

a

st
st

a a

as

L u t a u t a e dt

u t a e dt u t a e dt

e
e dt

s

e
L u t a s

s







 

 




  

   

 
    

 

  



 



 

1 0
( )

0 0

t
u t

t
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                            فً حالة 
1

0 ( )a L u t
s

   

0aملاحظة: فً حالة         فان( ) 1u t a    0عندماt           وفً مثل هذه الحالة ٌكون

 
1

{ ( )} 1L u t a L
s

   

 

فٌٛد   Aِلادظح:أٞ داٌح ٠ّىٓ ذّث١ٍٙا تذلاٌح اٌخطٛج اٌٛادذج وّا ِٛظخ فٟ اٌزتزتح اٌّغرط١ٍح اٌرٟ ل١ّرٙا  

) ثا١ٔح ٚاٌرٟ ٠ّىٓ وراترٙا تاٌشىً:                aٚفرشذٙا   ) [ ( ) ( )]f t A u t u t a     أي ان( )f t A  دالة

 .tثابتة وتساوي خط مستقٌم ٌوازي المحور 

 

)ِثاي: ِثً اٌذاٌح    )f t  .اٌّٛظذح تاٌشىً اٌراٌٟ تذلاٌح داٌح اٌخطٛج اٌٛادذج ثُ جذ ذذ٠ًٛ لاتلاط ٌٙا 

 

( ) 0[ ( ) ( 1)] 2 [ ( 1) ( 2)]

( )[ ( 2) ( 3)] ( 3)

f t u t u t k u t u t

k u t u t ku t

      

      
 

2 3

( ) [2 ( 1) 3 ( 2) 2 ( 3)]

{ ( )} [2 { ( 1)} 3 { ( 2)} 2 { ( 3)}]

[2 3 2 ]
s s s

f t k u t u t u t

L f t k L u t L u t L u t

e e e
k

s s s
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 ِثاي: ِثً اٌذاٌح اٌرا١ٌح تذلاٌح داٌح اٌخطٛج ثُ جذ ذذٛي لاتلاط ٌٙا:

 

ٔجذ ِؼادٌح اٌّغرم١ُ ت١ٓ ٔمطر١ٓ ٚوزٌه تإٌغثح ٌم١ّح اٌذاٌح ت١ٓ إٌمطر١ٓ  (2,2),(1,0)لا٠جاد ل١ّح اٌذاٌح ت١ٓ 

(2,2),(4,0) 

 

 

   

1 2 1

1 2 1

1 2 1

1 2 1

0 2 0
2 2

1 2 1

2( 1)

2 4 2
2 2

2 0 2

4

2( 1) 1 2
( )

4 2 4

( ) 2( 1) ( 1) ( 2) (4 ) ( 2) ( 4)

y y y y y
y x

x x x x x

y t

y y y y y
y x

x x x x x

y t

t t
f t

t t

f t t u t u t t u t u t

   
     

   

 

   
       

   

  

  
 

   

         

 

 

 ملاحظت:

)أٞ داٌح ارا ظشتد تذاٌح اٌخطٛج اٌٛادذج ٠ٕرج  اٌذاٌح ٔفغٙا  )f t    ػٕذِاt    ِٛجثح ٚذغاٚٞ صفش ػٕذِاt   

 عاٌثح

( )
( ) ( )

0

f t a t a
f t a u t a

t a

  
    

 
و  

( ) 0
( ) ( )

0 0

f t t
f t u t

t

 
  

 
 

 مبرهنة:

}ارا وأد   ( )} ( )L f t f s   ٌٝ0فاْ لاٞ ل١ّح اa     ْٛ٠ى{ ( ). ( )} { ( )}.asL f t a u t a e L f t   
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 اٌثش٘اْ:

0

( )

0

0

{ ( ). ( )} ( ) ( )

0 ( )

{ ( ). ( )} ( )

( ) { ( )}.

st

st

a

s a p

sa sp sa

L f t a u t a f t a u t a e dt

f t a e dt

Let t a p dt dp

L f t a u t a f p e dp

e f p e dp e L f t











 



  

    

  

   

  

 









 

 مثال:

جد تحول لابلاس للدالة 
2

2
{( 2). ( 2)} { }

s
sa e

L t u t e L t
s


    

}نتٌجة:  ( ) ( )} { ( )}saL f t u t a e L f t a   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

{ ( ) ( )} { ( ) ( )} { ( )}

{ ( )}

sa

sa

f t u t a f t a a u t a F t a u t a

F t f t a

L f t u t a L F t a u t a e L F t

e L f t a





       

 

     

 

 

 ِثً اٌذاٌح اٌّٛظذح تاٌشىً ادٔاٖ تذلاٌح داٌح اٌخطٛج اٌٛادذج ثُ جذ ذذٛي لاتلاط ٌٙا.ِثاي:
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2 2

2 2 2

2 2 2

( ) ( 1)[ ( 1) ( 2)]

{ ( )} {( 1) ( 1)} {( 1) ( 2)}

{ } { 1 2} { } { 1}

1 1 1 1
[ ] [ ].

s s s s

s s s s s

f t t u t u t

L f t L t u t L t u t

e L t e L t e L t e L t

e e e e se
s s s s

   

    

    

     

      

     

 

 ِثاي:

 

2 2 2 2 2

2

3 2

{( 4) ( 2)} {( 2) 4} { 4 }

2 4
[ }

s s

s

L t u t e L t e L t t

e
s s

 



      

 
 

 اوجد تحوٌل لابلاس لكل مماٌاتً::تمرين

31) ( 2)

2) 3 ( 3)

te u t

co t u t




 

 Inverse Laplace Transformationمعكوس تحول لابلاس:

) اذا كانت:تعريف )f t }دالة  بحٌث  ان    ( )} ( )L f t f s فٌقال للدالة( )f t   بانها معكوس تحول لابلاس للدالة( )f s  وتكتب

 .  بالصٌغة
1( ) { ( )}f t L f s 

  امثهت:

1

1

1 1

1

2 2 2 2

1

2 2 2 2

1

1) { } , { } .

( 1) ( 1)
2) { } , { } .

3) { } sin , {sin } .

4) { } cos , {cos } .

1 1
5) { } , { } .

n n

n n

at at

k k
L k L k

s s

n n
L t L t

s s

a a
L at L at

s a s a

s s
L at L at

s a s a

L e L e
s a s a





 







 

   
 

 
 

 
 

 
 

 

 :خواص معكوش تحول لابلاش
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1ارا واْ انخاصيت انخطيت: -1 2 3, , ,..., ma a a a   ثوابت فان 

1

1 1 2 2

1 1 1

1 1 2 2

{ ( ) ( ) ... ( )}

{ ( )} { ( )} ... { ( )}

m m

m m

L a f s a f s a f s

a L f s a L f s a L f s



  

   

  
 

 مثال:جد 

2

2 2 2 2 2

1 3

4

1 1 1 13 3 2

4 4 4 4 4

{ }

3
{ } { } { } { }

2

3
cos2 sin 2

2

s

s

s s s

s s s s s

L

L L L L

t t

 



   

    
   

 

 

 ثال:احسبم

2

2 2 2

2 2

2 31

4 1

2 3 31 1 12

4 1 4 1 4 1

1

1 12
1 1

4 4

{ }

{ } { } { }

3
{ } { }

4

1 3 1
sinh cosh .

2 4 2

s

s

s s

s s s

s

s s

L

L L L

L L

t t





  

  

 

 

 

 

 

 

 مثال:جد

1 1
( 1)

( 1)1
( 1) ( 1) ( 1)

1 1 1 11 1 1 1 1
( 1) ( 1) ( 1)

{ }

( 1) 1

1 ( )

1 1

0 1

{ } { } { } { }

1

s s

A s BsA B
s s s s s s

s s s s s s

t

L

A s Bs

A B s A

A A

A B B

L L L L

e





 

  

    
  

  

  

  

    

   

   

  

 

 جدمثال:
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2

2

22

2 2 2

2

2 2 2

2

1 1

( 1)

( 1) ( )1

( 1) 1 ( 1)

2 2

2 2

1 1 1 11

( 1) 1 1

1 1 21

1

{ }

1 ( 1) ( )

1 ( )

1, 0

1 2

{ } { } { } { }

{ } { } 1 2cos

s

s s

A s Bs C ss Bs CA
ss s s s s

s Bs C Bs CA A
s ss s s s

s
s s

L

s A s Bs C s

s A B s Cs A

A C

A B B

L L L L

L L

 



   

  

     

  

 



  

    

    

  

   

   

     t

 

 : المبرهنات السابقة لتحول لابلاس يمكن ايجاد المعكوس لها. ملاحظة

)1 ت(اذاكان2 ) { ( )}f t L f s  فان
1 1{ ( )} { ( )} ( ).at atL f s a e L f s e f t   . 

 مثال:

1 1 2

3 3 1

1 1

2 2

2
1 2 1 1

2 2 2

2

1 1 2 1 ( 1)
1) { } { } . ( { } )

( 1) 2 2

1 1
2) { } { }

( 4 8) ( 4 4 4)

1 1 2
{ } { } { }

( 2) 4 ( 4 2 ( 4

sin 2 .
2

t t n

n

t
t

t

n
L e L e t L t

s s s

L L
s s s s

e
L e L L

s s s

e
t

 



 

  

 
  




    

  
   



 

.
1

2

3 2 5
3) { } {3cosh3 sinh3 } ( . )

( 2 8) 3

ts
L e t t H W

s s

 
 

 
 

اذاكانت  (3
1( ) { ( )}f t L f s  فان

1 1{ ( )} ( ) { ( )} ( ) ( ).
n

n n

n

d
L f s t L f s t f t

ds

    
 

 مثال:
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1

2

2

2 2

2 2

2

1 1

2

1
{ln(1 )}

1 1
( ) ln(1 ) ln( )

( ) ln( 1) ln( )

( ) 2 2

1

( ) 2 2
{ } { } 2cos 2

1

( ) 2cos 2

2cos 2
( )

L
s

s
f s

s s

f s s s

df s s

ds s s

df s s
L L t

ds s s

t f t t

t
f t

t



 




  

   

 


   


  






 

 اثبت انمثال:

1

2 2

1 1 1

2 2 2 2 2 2

2

2 2

1

1 1

2 2

1 1

2 2

1
{ } sin

( 2 2) 2

1 1
{ } { } { }

( 2 1 1) (( 1) 1) ( 1)

1
( ) ( ) sin

1

( ) 2

( 1)

( )
{ } ( )

( ) 2
{ } { }

( 1)

2
sin { } {

( 1) (

t

t

s t
L e t

s s

s s s
L L e L

s s s s

f s f t t
s

df s s

ds s

df s
L t f t

ds

df s s
L L

ds s

s s
t t L L

s s

 

   



 

 




 

 
 

     

  







 







  

 2 2

1

2 2

} sin
1) 2

1
{ } sin .

( 2 2) 2

t

t
t

s t
L e t

s s

 







 
 

اذاكانت  (4
1( ) { ( )}f t L f s فان  

1
1 ( ) { ( )}
{ ( ) }

s

f t L f s
L f s ds

t t

 
  . 

 مثال:جد 
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1

2 2

( )

1 1 1

2 2

1

2 2

1 2 2

2 1
1 1

2

1

2

{ }
( 4)

{ ( )} { } { ( ) }
( 4)

{ }
( 4)

{ ( 4) 2 }
2

( 4) 1
{ } { }

2 1 2 4

1
{ } sin 2 .

2 4 4

f s

s

s

s

ss

s
L

s

s
L f s L t L f s ds

s

s
t ds

s

t
L s s ds

t s t
L L

s

t t
L t

s





  







 

 
 





 





 

 
 

 

 








 

 

اذاكانت  (5
1( ) { ( )}f t L f s 1  فان

0

( )
{ } ( )

t
f s

L f t dt
s

  . 

 مثال:جد

 

 

 

2
1 1

2

1

2

0

0

0

1
1 9{ } { }

( 9)

1
{ }

9

1 1
sinh(3 ) cosh 3

3 9

1
cosh 3 cosh 0

9

1
cosh 3 1

9

t

t
t

sL L
s s s

L dt
s

t dt t

t

t

 









 

 

 



 

 تماريه:

 جذ ل١ّح ِا٠اذٟ
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6 2

2

1

2

1

4 2

1

2 2

1

3 2

1) {(3 ) }

2) { sin }

3) { sin }

sin , 0
4) { ( )}, ( )

0,

7 15
5) { }

2

6) { }
1

2
7) { }

( 4 5)

1
8) { }

( 1)

t

t

L e

L e t

L cohat at

t t
L f t where f t

t

s
L

s

s
L

s s

s
L

s s

L
s s

















 
 







 



 



 

 الحل:

2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

1
3) {cosh sin } { sin } [ { sin } { sin }]

2 2

{sin } , { ( )} ( )

1
[ ]

2 ( ) ( )

[ ]
2 ( 2 ) 2 ( 2 ) 2

{( 2 ) 2 } {( 2 ) 2 }
[

2 {( 2 ) 2

at at
at at

at

e e
L at at L at L e at L e at

a
L at L e f t f s a

s a

a a

s a a s a a

a a a

s a as s a as

a s a as s a as

s a a




  

  


 
   

 
   

    


  2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 4 4

]
}{( 2 ) 2 }

(2 4 ) ( 2 )

2 ( 2 ) 4 4

s s a as

a s a a s a

s a a s s a
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1

4 2

4 2 4 2 2 2 2 2

2 2

4 2 2 2 2 2

2 2

3 2

6) { }
1

1 2 1 ( 1)

( 1 )( 1 )

1 ( 1 )( 1 ) ( 1 ) ( 1 )

( )( 1 ) ( )( 1 )

( ) ( ) ( ) ( )

0 ...(1)

s
L

s s

s s s s s s s

s s s s

s s As B Cs D

s s s s s s s s s s

s As B s s Cs D s s

s A C s A B C D s A B C D B D

A C

A B C D



 

        

    

 
  

         

       

           

 

   0 ... (2)

1 ... (3)

0 ... (4)

A B C D

B D



   

 

 

 

1 1

4 2 2 2

1 1

2 2

1 1

2 2 2 2

1 1

1 12 2

2 2 2 2

1

2

1 1
0, ,

2 2

1 1 1 1
{ } { }

1 2 ( 1 ) 2 ( 1 )

1 1 1 1
{ } { }

1 3 1 32 2( ) ( )
4 4 4 4

1 1 1 1
{ } { }

2 21 3 1 3
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2

1 1 1 1
{ } { }

2 23 3
( ) ( )

2 2

3
sin(

1

2

t t

t

A C B D

s
L L

s s s s s s

L L

s s s s

L L

s s

e L e L

s s

e

 

 

 


 

    

  
     

 

     

 

   

 

 


1

2

1 1

2 2

3
) sin( )

12 2
23 3

2 2

2 3 2 3
( ) sin sinh sin .

2 2 2 23 3

t

t t

t t
e

e e t
t t
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1

2 2

2 2 2

2 2 2

2
7) { }

( 4 5)

1 (2 4)
[ ]

4 5 ( 4 5)

2 1 1 1
[ ] ( )

( 4 5) 2 4 5 2

s
L

s s

d s

ds s s s s

s d d
f s

s s ds s s ds

 

 

 


   


   

   

 

1 1

1 1

2 2

1 2

2

1 2

2 2

{ ( )} ( ), { ( )} ( ).

1 1
( ) { } { }

( 4 5) ( 4 4) 1

1
{ } sin

( 2) 1

2 1 1
{ } ( ) sin .

( 4 5) 2 2

t

t

d
L f s f t L f s tf t

ds

f t L L
s s s s

L e t
s

s
L tf t te t

s s

 

 

 

 

  

 
    

 
 


  

 

 

1 1

3 2

0

1 1

2 2

0

1

2 2

0

2
1

3 2

0

1 ( )
8) { }, ( { } ( ) )

( 1)

1 1
{ } sin { } sin 1 cos

( 1) ( 1)

1
{ } (1 cos ) sin

( 1)

1
{ } ( sin ) cos 1.

( 1) 2

t

t

t

t

f s
L L f t dt

s s s

L t L t dt t
s s s

L t dt t t
s s

t
L t t dt t

s s

 

 








    
 

   


    









 

 

2
1

2

2 2

2 2 2

2 10
9) { }

( 2 5)( 1)

2 10 2 10 ( 1)

( 2 5)( 1) (( 1) 4)( 1) ( 1) 4) 1

s s
L

s s s

s s s s A s B C

s s s s s s s

 

  

   
  

        
 

 

 اكمل الحل...

 


