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جايعت انبصرة -انصرفت كهيت انتربيت نهعهىو  -قسى انفيسياء                                                                     ر  

 انفصم الاول

  Complex Numberالاعذاد انعقذيت

 مذ ذؼهًُا عاتماً اٌ حم انًؼادنحن ؟: انعقذيت نًارا نظاو الاعذاد انتًهيذ:

                                         

 ْٕ:تاعرخذاو طشٌمح انذعرٕس 

  
   √      

  
                        

يٕجة، ايا ارا            حمٍمٍح ػُذيا ٌكٌٕ انًمذاس ذحد انجزس  (1)ٔػشفُا اٌ جزٔس انًؼادنح 

نزنك  ضًٍ َظاو الاػذاد انحمٍمٍح.نٍغد   (1)فٓزا ٌؼًُ اٌ جزٔس انًؼادنح          كاٌ انًمذاس 

اػذاد اخش ٌمغ ضًُّ انحهٕل غٍش انحمٍمٍح نهًؼادلاخ. نمذ ٔضغ انؼانى الرضد انضشٔسج ٔجٕد َظاو 

 َظاو اػذاد جذٌذ ٌشًم ػهى: كاوش انشٌاضً

 ٌشًم جًٍغ الاػذاد انحمٍمٍح. -1

 .     انخاصيت  انه انىحذة انتخيهيت وانتي   ػهى ًمرٌش -2

 اعاط انُظاو. ْٕ (  √ ) حٍس ٌؼرثش ، نظاو الاعذاد انعقذيت ْْٕزا انُظاو 

 

 انيك بعض الايثهت انبسيطت:

 انرانٍح: انٍك يجًٕػح يٍ الاػذاد 

√    √  √                 √   √  √   √                        

 

 انرانٍح: يجًٕػح الاػذادنكٍ  ،خيانيتًْ اػذاد الاػذاد ْزِ 

  √  √    √   √                            

 .حقيقيتًْ اػذاد 
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جايعت انبصرة -انصرفت كهيت انتربيت نهعهىو  -قسى انفيسياء                                                                     ر  

 وانخيانيت نهعذد انعقذيالاجساء انحقيقت 

Real and Imaginary Parts  of a Complex Number 

 ، فأَٓا ذصثح:   ٔ      ٔ     ٔػٕضُا ػٍ     نٕ سجؼُا انى انًؼادنح 

                                        

 ٌكٌٕ:    حم انًؼادنح 

  
      √   

 
         

  نزنك عُطهك يصطهح انؼذد انؼمذي ػهى ٔالاخش خٍانً يؼاً ،  حمٍمًنًٓا جضء   حٍس َلاحظ اٌ جزسي 

ً ٔ نٍؼًُ انًجًٕػح انكايهح نلأػذاد انحمٍمٍح . نرٕضٍح اكصش، اٌ انؼذد انؼمذي انخٍانٍح أ ذشكٍة الاشٍٍُ يؼا

( ٌٔغًى انجضء انحمٍمً )انؼذد  يشكة يٍ جًغ حذٌٍ، انحذ انحمٍمً ) لا ٌحرٕي ػهى         

فً انحذ الاخش ٌغًى تانجضء انخٍانً )انؼذد انخٍانً(   . ٔيؼايم  { }  انحمٍمً ( نهؼذد انؼمذي ٌٔشيض نّ 

ْٕ نٍظ خٍانٍاً. اٌ انجضء انحمٍمً أ انخٍانً نهؼذد انؼمذي يًكٍ   ، حٍس اٌ { }  نهؼذد انؼمذي ٌٔشيض نّ 

انجضء انحمٍمً صفشا ، فأٌ انؼذد انؼمذي ٌكٌٕ خٍانٍا، ايا ارا كاٌ انجضء انخٍانً اٌ ٌكٌٕ صفشاً، فارا كاٌ 

نهؼذد انؼمذي صفشاً، فأٌ انؼذد انؼمذي ٌكٌٕ حمٍماً. ًٌكٍ اٌ َكرة انؼذد انؼمذي ػهى شكم صٔض يٍ الاػذاد 

ػهى انشكم      ذي فًصلاً ًٌكٍ كراتح انؼذد انؼمانحمٍمٍح، انجضء انحمٍمً ألاً ٔيٍ شى انجضء انخٍانً، 

 فً انرًصٍم انُٓذعً نهؼذد انؼمذي. غرخذواٌ ْزا نٍظ انشكم انًُاعة جذاً فً انحغاتاخ، نكُّ ٌ.      انرانً 

أٌ الاػذاد انؼمذٌح نٓا اًٍْح كثٍشج فً يجالاخ ذطثٍمٍح ػذٌذج يصم انُٓذعح انكٓشتائٍح ٔكزنك فً حم 

فح تالإضافح انى حمٕل يرمذيح فً انشٌاضٍاخ ذرؼايم يغ دٔال انًؼادلاخ انرفاضهٍح فً فشٔع انفٍضٌاء انًخره

 انًرغٍش انؼمذي انرً ذؼطً طشق يفٍذج يرؼذدج نحم انرًاسٌٍ حٕل اَغٍاب انًٕائغ ، انكٓشتائٍح ، يٍكاٍَك انكى.

 

 انعقذيت نلأعذاد انجبريت انحسابيت انعًهياث

 Algebraic Calculations of Complex Numbers  

انمٍاو تانؼًهٍاخ انجثشٌح نلأػذاد انؼمذٌح تاذثاع َفظ الاعهٕب فً جثش الاػذاد انحمٍمٍح، لأجشاء انؼًهٍاخ ًٌكٍ 

 :         ٔ            ٍٍ ٌالاستؼح انحغاتٍح، َفرشض نذٍَا انؼذدٌٍ انؼمذ

 عًهيت انجًع: -1
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جايعت انبصرة -انصرفت كهيت انتربيت نهعهىو  -قسى انفيسياء                                                                     ر  

 عًهيت انطرح-2

                                         

 عًهيت انضرب-3

                                               

 عًهيت انقسًت-4

  
  

 
      

      
 

      

      
 
      

      
 

                     

  
    

  

  
  

 
         

  
    

   (
         

  
    

 ) 

 

 .      ٔ          هؼذدٌٍ انؼمذٌٍن انؼًهٍاخ انحغاتٍح الاستؼح َجضا يثال:

 انحم:

1) 

                              

     2) 

                             

3) 

                                  

4) 

  
  

 
         

  
    

   (
         

  
    

 )  
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جايعت انبصرة -انصرفت كهيت انتربيت نهعهىو  -قسى انفيسياء                                                                     ر  

 ذخضغ انى انمٕاٍٍَ انرانٍح: اشلاز اػذاد ػمذٌح، فأَٓ   ٔ    ،    ارا كاٌ نذٌُا 

                 قانىٌ انتبذيم نهجًع -1

                          قانىٌ انتنسيق نهجًع -2

          قانىٌ انتبذيم نهضرب     -3

                  قانىٌ انتنسيق نهضرب    -4

                    قانىٌ انتىزيع               -5

 The Complex Plane انًستىي انعقذي

لذ        انشيض كًا يٕضح تانشكم ادَاِ. كًا سأٌُا، اٌ      فً انُٓذعح انرحهٍهٍح، ًٌكٍ سعى انُمطح 

. (1كًا فً انشكم)     أٔ       ذذل ايا ػهى       . نٓزا فانُمطح      ٌؼًُ اٌضاً انؼذد انؼمذي 

(    كزنك اي َمطح )   حمٍمٍاٌ( ًٌكٍ ذًصٍهّ فً انًغرٕي     )     تُفظ انطشٌمح ، اي ػذد ػمذي 

شٌمح تٓزِ انط   (. ػُذيا ٌغرخذو انًغرٕي    تالإضافح انى )      تًٌكٍ ذًصٍهٓا    فً انًغرٕي 

 انًحٕس  ًٌصم انًحٕس انحمٍمً ٔ  حٍس ٌكٌٕ  بانًستىي انعقذيانؼمذٌح، فأَّ ٌغًى   نشعى الاػذاد

 .انخٍانً

                      

 (1انشكم)                                       ( 2انشكم)                  

ًْ   ٔ  انرؼايذٌح لأٌ ) انكاسذضٌح اَّ تانصٍغح، َمٕل       ػُذيا ٌكرة انؼذد انؼمذي تانصٍغح 

. فً انُٓذعح انرحهٍهٍح، ًٌكُُا ذؼٍٍٍ يٕضغ (الاحذاشٍاخ انًرؼايذج نهُمطح انرً ذًصم انؼذد فً انًغرٕي انؼمذي

كًا فً  (   ) انكاسذضٌح تذلاً يٍ احذاشٍاذٓا      انُمطح تإػطاء احذاشٍاذٓا انمطثٍح )الاعطٕاٍَح(

 .(2انشكم)
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جايعت انبصرة -انصرفت كهيت انتربيت نهعهىو  -قسى انفيسياء                                                                     ر  

   ًٌصم .        ح( انًماتهح نهؼذد انؼمذٌ   الاحذاشٍٍٍ انمطثٍٍٍ نهُمطح )    ٔاٌ  ,    حٍس اٌ 

 ٌٔكٌٕ   طىل انعذد انعقذي

  | |       

 أ اٌ

  | |  √      √   { }      { }   

 :نلأػذاد انؼمذٌح انرانٍح  لًٍح جذ  يثال:

1-         

2-        

3-      

4-      

 يٍ انصٍغح انشٌاضٍح انرانٍح:  ًٌكٍ اعرخشاض لًٍح  انحم:

  | |  √      √   { }      { }   

1-   | |  √       √    

2-   | |  √         √   

3-   | |  √         √    

4-   | |  √      √    

يغ انًحٕس انحمٍمً تاذجاِ انًٕجة )تؼكظ اذجاِ ػمشب   انرً ٌصُؼٓا يرجّ انؼذد انؼمذي   ايا انضأٌح 

)أ ذغًى عؼح أ  {  }   أ انضأٌح انمطثٍح ٌٔشيض نٓا تانشيض   بساويت انعذد انعقذيانغاػح( ٔذغًى 

 :صٍغحَكرة انؼذد انؼمذي تان    (. ٔيٍ انًؼادنح طٕس أ الاصاحح انضأٌح نهؼذد انؼمذي

                                                    

 نهؼذد انؼمذي. انصيغت انقطبيتذغًى     اٌ انًؼادنح 

 :    حنًٌكٍ اعرخشاض صأٌح انؼذد انؼمذي يٍ خلال انًؼاد

       (
 

 
)                                                  

 :أٌهش ذؼطى تانؼلالح انرانٍحاٌ انصٍغح انشٌاضٍح نؼلالح 
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جايعت انبصرة -انصرفت كهيت انتربيت نهعهىو  -قسى انفيسياء                                                                     ر  

               

كًا فً انشكم  بانصيغت الاسيتتاعرخذاو صٍغح أٌهش     انًؼادنح انؼذد انؼمذي فً ًٌكٍ كراتح ٔتانرانً 

 :انرانً

                                             

 

 يغ انشعى.        جذ انصٍغح انمطثٍح ٔاَعٍح نهؼذد انؼمذي يٍ انصٍغح انكاسذٍضٌح  يثال:

 انحم:

َمٕو ترؼٍٍ انجضء انحمٍمً ٔانخٍانً فً انًغرٕي انؼمذي. اٌ انجضء انحمٍمً يٕجة ٔانخٍانً عانة فأٌ  اولاً:

 ٌمغ فً انشتغ انشاتغ نهًغرٕي انؼمذي  انؼذد انؼمذي 

 

 

 

 تانُصف لطشٌح ، نزنك فأٌ انصٍغح انمطثٍح ٔاَعٍح نهؼذد انؼمذي ذكٌٕ تانشكم انرانٍح:  اٌ لًٍح انضأٌح 

   √  (   (
  
 

)     (
  
 

))   √  
 
  
  

 

 

𝑟  |𝑧|  √𝑥  𝑦  √ 𝑅𝑒{𝑧}    𝐼𝑚{𝑧}   

𝑟  √         √    √  

𝜃       (
𝑦

𝑥
)

       
  

 
 

              
 𝜋

 
 

 يٍ خلال انًؼادنح انرانٍح: 𝑟شض لٍى َغرخثانياً:    

 يٍ خلال انؼلالح انرانٍح: 𝜃َغرخشض انضأٌح  اً:نثثا   
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جايعت انبصرة -انصرفت كهيت انتربيت نهعهىو  -قسى انفيسياء                                                                     ر  

 يغ انشعى.   √      يصال: جذ انصٍغح انمطثٍح ٔاَعٍح نهؼذد انؼمذي يٍ انصٍغح انكاسذٍضٌح 

  انحم:

ٌمغ فً انشتغ الأل نهًغرٕي   َمٕو ترؼٍٍ انجضء انحمٍمً ٔانخٍانً فً انًغرٕي انؼمذي. انؼذد انؼمذي  اولاً:

 انؼمذي.

 

 

 نزنك فأٌ انصٍغح انمطثٍح نهؼذد انؼمذي ذكٌٕ تانشكم انرانٍح:

         
 
 
       

 
 
      

 
  

 

 

 تمارين

 

 يغ انشعى.         جذ انصٍغح انمطثٍح ٔاَعٍح نهؼذد انؼمذي يٍ انصٍغح انكاسذٍضٌح  -1

 يغ انشعى.    √  √   جذ انصٍغح انمطثٍح ٔاَعٍح نهؼذد انؼمذي يٍ انصٍغح انكاسذٍضٌح  -2

 يغ انشعى.       جذ انصٍغح انمطثٍح ٔاَعٍح نهؼذد انؼمذي يٍ انصٍغح انكاسذٍضٌح  -3

 

𝑟  |𝑧|  √       

𝜃       (
𝑦

𝑥
)

      (
 √ 

 
)

      (√ )  
𝜋

 
    

 يٍ خلال انًؼادنح انرانٍح: 𝑟َغرخشض لٍى ثانياً:    

 يٍ خلال انؼلالح انرانٍح: 𝜃َغرخشض انضأٌح  اً:نثثا   
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جاهعت البصرة -رفت كليت التربيت للعلوم الص -قسن الفيزياء   

. فٙ انشكم ادَبِ       فٙ انفزشح   رٕجذ فقظ قًٛخ ٔاحذح نهسعخ      يلاحظخ: لأ٘ عذد عقذ٘ 

   َشٖ اَّ ًٚكٍ اضبفخ  b. نزنك ٔكًب فٙ انشكم aيع انًحٕس انًٕجت كًب فٙ انشكم   انزٙ صُعٓب   انزأٚخ 

    ا٘ يضبعف صحٛح يٍ  cٍٛ فٙ انشكم . فٙ انعًٕو، ٔكًب يج  فٙ انًسزٕ٘   َٔحصم عهٗ َفس       أ

 ثذٌٔ اٌ ٚؤثش عهٗ انصٛغخ انكبسرٛزٚخ نهعذد انًعقذ.  ًٚكٍ اضبفزّ انٗ أ طشحّ يٍ 

 

 (.3انشكم)        

 عهٗ سجٛم انًثبل

      √  (   (
 
 
)     (

 
 
))   انصٛغخ انقطجٛخ                   

 خ اعلاِ ثبنصٕسح انًكبفئخ انزبنٛخ:ٔيع رنك ًٚكٍ كزبثخ انصٛغ

      √  (   (
 
 
   )     (

 
 
   )) 

 أ ثصٕسح اعى:

      √  (   (
 
 
    )     (

 
 
    ))                           

، ًٚكٍ اٌ + *    ،   هعذد انعقذ٘ ْٕ عذد صحٛح. اٌ انصٛغخ الاخٛشح رجٍٛ ثأٌ انصٛغخ انقطجٛخ ن  حٛث اٌ 

 ٔثبنزبنٙ:    ث رأخز عذد غٛش يحذد يٍ انقٛى، كم قًٛخ رخزهف عٍ الاخشٖ 

   * +     * +      

 :  ْزا نٛس اكثش يٍ َزٛجخ نخٕاص انذٔال انًثهثٛخ لأ٘ عذد صحٛح 

   (     )     ( )              (     )     ( )       

 رصجح: ( )ثصٕسح عبيخ فأٌ انًعبدنخ 

    (   (     )     (     ))     (     )                    ( )  
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جاهعت البصرة -رفت كليت التربيت للعلوم الص -قسن الفيزياء   

 : هثال

√         .
 

 
/        .

 

 
/       .

 

 
    /        .

 

 
    / 

 

 :هثال

 √         (
  

 
)        (

  

 
)       (

  

 
    )        (

  

 
    ) 

 

 سيت ضرب وقسوت الاعداد العقديت بالصيغت القطبيت والأ

 ٌ نًٓب انصٛغ انقطجٛخ انزبنٛخ:ٚبًْب عذداٌ عقذ   ٔ    ارا كبٌ 

     (            ) 

     (            ) 

 

 

   ٔ    ألاَ :سُجذ حبصم ضشة انعذدٍٚ 

     ,  (            )-,  (            )- 

         ,                                             - 

         ,(                     )   (                     )- 
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جاهعت البصرة -رفت كليت التربيت للعلوم الص -قسن الفيزياء   

 ثبسزخذاو انًزطبثقبد انًثهثٛخ:

   (     )                        

   (     )                        

 ارٌ

         ,   (     )       (     )- 

 ٔيُٓب َحصم

   *    +     *  +     *  +        

 فأٌ                ٔثذلانخ صٛغخ أٚهش  

          
 (     ) 

 ٍٛٚثبَٛبً: سُجذ قسًخ انعذدٍٚ انعقذ

  
  
 
  
  
[
(            )

(            )

(            )

(            )
] 

  
  
 
  
  
[
(                     )   (                     )

          
   

] 

 نذُٚب

   (     )                        

   (     )                        

 

  
  
 
  
  
,   (     )       (     )-  

  
  
  (     ) 

 ٔيُٓب َحصم

   {
  
  
}     *  +     *  +        

     ٔ       ، ارا عهًذ ثأٌ +    *   جذ هثال: 

 الحل:
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جاهعت البصرة -رفت كليت التربيت للعلوم الص -قسن الفيزياء   

   *    +     *  +     *  +          
 

 
 
  

 
 

 

2   جذ هثال: 
  

  
 ٔ        ْٙ:   ٔ    نكبسرزٚخ نكم يٍ ، ارا عهًذ ثأٌ انصٛغ ا3

       √   

 الحل:

   {
  
  
}     *  +     *  +          

 

 
 
  

 
 

 ٔ      جذ ثبلإحذاثٛبد انكبسرزٚخ هثال: 
  

  
 ْٙ:   ٔ     ، ارا عهًذ ثأٌ انصٛغ انقطجٛخ نكم يٍ

     .   .
  

 
/      .

  

 
//   ٔ    .   .

 

 
/      .

 

 
// 

 انحم:

         ,   (     )       (     )-    [   (
  

 
 
 

 
)       (

  

 
 
 

 
)] 

       ,   ( )       ( )-         

 

  
  
 
  
  
,   (     )       (     )-  

  

 
[   (

  

 
 
 

 
)       (

  

 
 
 

 
)] 

  
  
  0   .

 

 
/       .

 

 
/1       

 

2    ٔ  +    *     جذ :تورين
  

  
3   ٔ      ٔ 

  

  
، ارا عهًذ ثأٌ انصٛغ انكبسرزٚخ نكم يٍ ثبنصٛغخ انقطجٛخ  

    ٔ   :ْٙ 

         ٔ     √   
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جاهعت البصرة -كليت التربيت للعلوم الصرفت  -قسن الفيزياء   

  De Moivre’s theoremر نظريت دي هوف

 ٍ ٌٍٍ عقذعذدٌ  و   ارا كاٌ 

                

 و

               

    عُذئز حاصم ضشب 

   (            )(            ) 

                                               

 

 وتاستخذاو انًتطاتقح انًثهثٍح:

   (   )                    

   (   )                    

 ٌكىٌ

      ,   (   )      (   )- 

    وكُتٍجح يٍ حاصم ضشب 

   *  +     * +     * +      

                تًعُى     و         ارا كاٌ حالت خاصت: ل

 َحصم

      (  )      (  )                                    ( ) 

 نكٍ

   (          )                                         ( ) 

 ( )  و  ( )  يٍ انًعادنتٍٍ 

   (          )     (  )      (  ) 

 ، َحصم:            تنى ضشتُا كلا انطشفٍٍ فً انًعادنح اعلاِ  
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   (          )     (  )      (  ) 

وتاستخذاو انًتطاتقح انًثهثٍح اعلاِ،             تًعادنح اعلاِ  نى ضشتُا كلا انطشفٍٍ فً ان

 َحصم:

   (          )     (  )      (  ) 

 َحصم  pنعذد يعٍٍ يٍ عًهٍاخ انضشب 

   (          )     (  )      (  ) 

 

صحٍح سانة   حقٍقح هزِ انُتٍجح ًٌكٍ اٌ تصح نهحالاخ انتً ٌكىٌ فٍها عذد عذد صحٍح. فً ان  حٍث 

اٌضاً او عذد يُطقً يثم 
 

 
 .نظريت دي هوفر. هزِ انُتٍجح تسًى 

  ن، جذ انصٍغح انكاستٍزٌح  نلأعذاد انًعقذج تانصٍغح انقطثٍح تاستخذاو َظشٌح دي يىفشهثال: 

    (   ) . 

 :انصٍغح انقطثٍح َتثع نغشض استخشاجالحل: 

 يٍ خلال انًعادنح انتانٍح:  اولاً: َستخشج قٍى 

  | |  √      √  

 يٍ خلال انعلاقح انتانٍح:  ثاٍَاً: َستخشج انزاوٌح 

     
 

 
 

       .
 

 
/       (

 

 
)       ( )  

 

 
 

 وتانتانً 

        (          )  √ .   .
 

 
/      .

 

 
//  

 َستخذو َظشٌح دي يىفش:

(   )  0√ .   .
 

 
/      .

 

 
//1

 

 (√ )
 
.   . 

 

 
/      . 

 

 
// 

(   )    (   (  )      (  )) 

(   )    (    ) 
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جاهعت البصرة -كليت التربيت للعلوم الصرفت  -قسن الفيزياء   

(   )        

 

 ن، جذ انصٍغح انكاستٍزٌح  نلأعذاد انًعقذج تانصٍغح انقطثٍح تاستخذاو َظشٌح دي يىفشهثال: 

     (   √  )
  

. 

  الحل:

 يٍ خلال انًعادنح انتانٍح:  اولاً: َستخشج قٍى 

  | |  √        

 يٍ خلال انعلاقح انتانٍح:  ثاٍَاً: َستخشج انزاوٌح 

       .
 

 
/       (

√ 

  
)       ( √ )  

  

 
 

 يٍ خلال: (          )  تانصٍغح    √   َكتة 

   √     (          )   .   .
  

 
/      .

  

 
//  

 َستخذو َظشٌح دي يىفش:

(   √  )
  
 [ (   (

  

 
)      (

  

 
))]

  

 ( )  (   (  
  

 
)      (  

  

 
)) 

(   √  )
  
     (   (

   

 
)      (

   

 
))      (   (

  

 
   )      (

  

 
   ))

     (   (
  

 
)     (

  

 
)) 

(   √  )
  
     (           ) 

 

 تمارين

 ، جذ انصٍغح انكاستٍزٌح نلأعذاد انًعقذج تانصٍغح انقطثٍحتاستخذاو َظشٌح دي يىفش  -1

 .  (   )     ن          

 ، جذ انصٍغح انكاستٍزٌح نلأعذاد انًعقذج تانصٍغح انقطثٍحتاستخذاو َظشٌح دي يىفش  -2

(  √  )    ن 
 

. 
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 العذد الوعقذ حسب نظزيت دي هوفز استخزاج جذور

سوف َشى كَف ًٍكُُا اٌ َستخذو انتعًَى نضاوٍح انعذد انًعقذ فٌ اٍجاد جزوس انعذد انًعقذ تاستخذاو 

 َظشٍح دً يوفش:

 .    جد جذور العدد العقدي باستخدام نظري دي موفر  هثال:

 الحل:

         )        )) 

تحقق انًعادنح انتكعَثَح. هكزا اعادج تشتَة، الاٌ َكتة انجاَة الاًٍٍ كعذد يعقذ    نَتوقع ثلاثح جزوس 

 تانصَغح انقطثَح:

          )        )) 

. سوف َحصم   نو استخذيُا تعًَى صاوٍح انعذد انًعقذ يٍ خلال اضافح يضشوب صحَح اعتثاطٌ يٍ 

 عهي انتعثَش انًعذل انتانٌ:

            )          ))                     

 الاٌ َأخز انجزس انتكعَثٌ نكلا انطشفٍَ

  √ 
 

        )          ))
 
  

 تاستخذاو َظشٍح دً يوفش َحصم

  √ 
 

        )          ))
 
  √ 

 
(   (

   

 
)      (

   

 
)) 

ستقود اني جزس ٍكوٌ يكشس    ن. اً قًَح اخشى       هٌ    نالاجشاء انطثَعٌ ٍكوٌ تأخز ثلاثح قَى 

 اعلاِ:  اني احذ انجزوس انثلاثح نقَى 

                        )        ))    

                  (   (
  

 
)      (

  

 
))      √  

                  (   (
  

 
)      (

  

 
))      √  
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جاهعت البصزة -كليت التزبيت للعلوم الصزفت  -قسن الفيزياء   

 

 

  نارٌ هُانك ثلاثح قَى ) يعقذج ( 
 

نحصهُا عهي اٌ انطشف الاٍسش      . نو عوضُا انجزوس فٌ   

 ٍساوً انطشف الاًٍٍ :

( √    )و                     
 
( √    )و                  

 
   

 

 .      باستخدام نظري دي موفرجد جذور العدد العقدي  هثال:

 الحل : 

    (   (
 

 
)      (

 

 
)) 

. سوف َحصم   نو استخذيُا تعًَى صاوٍح انعذد انًعقذ يٍ خلال اضافح يضشوب صحَح اعتثاطٌ يٍ 

 عهي انتعثَش انًعذل انتانٌ:

    (   (
 

 
    )      (

 

 
    ))                      

 نكلا انطشفٍَالاٌ َأخز انجزس انتكعَثٌ 

   (   (
 

 
    )      (

 

 
    ))

 
 
 

 تاستخذاو َظشٍح دً يوفش َحصم

   (   (
 

 
    )      (

 

 
    ))

 

 
  (   (

     

 
)      (

     

 
))  

ستقود اني جزس ٍكوٌ يكشس    ن. اً قًَح اخشى       هٌ    نالاجشاء انطثَعٌ ٍكوٌ تأخز ثلاثح قَى 

 اعلاِ:  لاحذ انجزوس انثلاثح نقَى 
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                  (   (
 

 
)      (

 

 
))  

√ 

 
 

 

 
 

                  (   (
  

 
)      (

  

 
))   

√ 

 
 

 

 
 

                  (   (
  

 
)      (

  

 
))     

 

 .      جد جذور العدد العقدي باستخدام نظري دي موفر  هثال:

(      انًطهوب اٍجاد جًَع انجزوس  :الحل 
 

 . 

 يٍ خلال انًعادنح انتانَح:  َقوو اولاً تإٍجاد قًَح 

  | |  √      √   { })     { })  √  

 : ويٍ ثى تاستخذاو انًعادنح انتانَح َستخشج 

       (
 

 
)       (

 

 
)         )  

 

 
   

 

   √ (   (
 

 
)      (

 

 
)) 

. سوف َحصم   نو استخذيُا تعًَى صاوٍح انعذد انًعقذ يٍ خلال اضافح يضشوب صحَح اعتثاطٌ يٍ 

 عهي انتعثَش انًعذل انتانٌ:

   √ (   (
 

 
    )      (

 

 
    ))             

 نكلا انطشفٍَ الاٌ َأخز انجزس انتشتَعٌ

   √ )
 
 (   (

 

 
    )      (

 

 
    ))

 
 
 

 يوفش َحصمتاستخذاو َظشٍح دً 

  √ 
 

(   (
 

 
    )      (

 

 
    ))
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جاهعت البصزة -كليت التزبيت للعلوم الصزفت  -قسن الفيزياء   

 

     √ 
 

(   (
     

 
)      (

     

 
)) 

ٍكوٌ يكشس اني ستقود اني جزس    ن. اً قًَح اخشى     هٌ    ن الاجشاء انطثَعٌ ٍكوٌ تأخز قًَتاٌ

 اعلاِ:  نقَى  احذ انجزسٍٍ

                 √ 
 

(   (
 

 
)      (

 

 
))                 

                 √ 
 

(   (
  

 
)      (

  

 
))                   

 

 تمارين

لكل مما يأتي:جد جذور العدد العقدي باستخدام نظري دي موفر   

1-     √    . 

2-         √  . 

3-       . 

4-        . 
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جاهعت البصرة -كليت التربيت للعلوم الصرفت  -قسن الفيزياء   

 

  Complex Conjugateالوترافق الوعقد للعدد العقدي

̅ ٌكُن  ̅ َانزي ٌشمض نً بانشمض   ، فأن انمخشافق انمعقذ نهعذد انعقذي        ارا كان   ̅ . ٌمثم      

 َكما بانشكم ادواي:  ( ٌَُ اوعكاط بانىغبت انى انمحُس انحقٍقً     ٌىذعٍاً بانىقطت )

 

 (.4انشكم)        

ٌُ انمشآة كما   فً انمغخُي انعقذي ًٌ صُسة مشآة نكم مىٍما حٍث ان (      ( َ     ان صَج انىقاط 

 ًٌ عانب احذٌما الاخش. فارا كخبىا :  ، نكه قٍمت   بانصٍغت انقطبٍت نٍما وفظ قٍمت  ̅ َ   فً انشكم اعلاي. نزا فأن 

    (                 

 فأن

 ̅    (   (        (           

 ٌُ انعذد وفغً.       ان مشافق كم عذد حقٍقً 

 ̅      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅         

–عذد حخٍهً صشف، فأن مشافقً انمعقذ ٌُ        اما ارا كان    

 ̅      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅          
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جاهعت البصرة -كليت التربيت للعلوم الصرفت  -قسن الفيزياء   

 

 فأن:          َ           ارا كان 

      (        (                (       

     ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅           (       (         (          ̅    ̅ 

 َبىفظ انطشٌقت ٌمكه ان وبشٌه عهى ان

      (        (                (       

     ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅           (       (         (          ̅    ̅ 

̅̅    اما بانىغبت انى  ̅̅ ̅̅  فٍكُن: ̅  ̅   

     (       (        (            (           

    ̅̅ ̅̅ ̅̅  (            (          ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  (            (           

 (            (           (       (          ̅  ̅ 

)بانىغبت انى 
  

  
)

̅̅ ̅̅ ̅
 

  ̅̅ ̅

  ̅̅ ̅
 

  
  

 
      

      
 

      

      
 
      

      
 

                     

  
    

  

  
  

 
         

  
    

   
(          

  
    

  

(
  
  

)
̅̅ ̅̅ ̅̅

 
         

  
    

   
(          

  
    

            (   

  ̅
  ̅

 
      

      
 

      

      
 
      

      
 

                     

  
    

  

  ̅
  ̅

 
         

  
    

   
(          

  
    

              (   

 وحصم عهى انمغاَاة. 2َ  1مه انمعادلاث 

̅     قذ ٌُان حاصم خمع انعذد انمعقذ َانمخشافق انمع ̅   َحاصم طشحٍما ٌُ            
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 ، َبانخانً فأن اندضء انحقٍقً َانخٍانً بذلانت كم مه انعذد انعقذي َانمخشافق انمعقذ ٌكُن:

  { }    
   ̅

 
 

  { }    
   ̅

  
 

 فٍكُن  ̅  اما واحح حاصم ضشبٍما 

  ̅  (     (             ̅  | |  

 َمىٍا ودذ ان

| |  √  ̅  | ̅| 

̅ َ        حمشٌه: افشض ان   خذ اندضء انحقٍقً َانخٍانً نٍما:      

 

|مثال بغط )خذ واحح( 
(     (    ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

    
| |حٍث ان  |  | ̅| 

 انحم:

|
(     (    ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

    
|  

|    ||(    |

|    |
 

√    √   

√   
 

√  √ 

√  
 √

  

 
 

̅̅    )    )مثال: بغط ) خذ واحح(  ̅̅ ̅̅ ̅̅       . 

 انحم:

(    (    ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅        (    (           

                   

 :ن أاثبج ،         َ         مثال: افشض ان 

1.      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅    ̅    ̅ 

2.      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅    ̅    ̅ 

3.     ̅̅ ̅̅ ̅̅    ̅  ̅ 
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جاهعت البصرة -كليت التربيت للعلوم الصرفت  -قسن الفيزياء   

 

 .ًن قذمعان قافخشنمَاً نخلابذ    عقذمانخٍانً نهعذد انانحقٍقً َخذ اندضء ثم 

 انحم:

     ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅    ̅    ̅ 

(      (      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  (      (       

    ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅       

          

     ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅    ̅    ̅ 

(      (      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  (      (       

    ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅       

          

    ̅̅ ̅̅ ̅̅    ̅  ̅ 

    ̅̅ ̅̅ ̅̅  (     (      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  (       ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅         

  ̅  ̅  (     (              

  {  }  
   ̅

 
 

(       (     

 
   

  {  }  
   ̅

  
 

(       (     

  
   

 ̅  )مثال: خذ 
    ارا عهمج بأن   

 

 
 

√ 

 
 . 

 انحم:

(  ̅ 
  ( 

 

 
 

√ 

 
 

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
)

 

 ( 
 

 
 

√ 

 
 )

 

 [( 
 

 
 

√ 

 
 )

 

]

 

 

 *
 

 
 

√ 

 
  

 

 
  +

 

 * 
 

 
 

√ 

 
 +

 

 *
 

 
 

√ 

 
  

 

 
  +   

 

 
 

√ 
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جاهعت البصزة -كليت التزبيت للعلوم الصزفت  -قسن الفيزياء   
 

  Square root of complex number للعدد الوعقدالجذر التزبيعي 

، فأوىا وثحث عه        انمعقذ، نو فزضىا ان انعذد انجذر انرزتٍعً نهعذد  وسرخزج أن ٌمكىىا الان

 :     تحٍث ان         جذور انعذد 

   (    )                                (  ) 

(     )                               (  )  

 وجذ ان (1b)مه 

                                                         ( ) 

 

                                                              ( ) 

(     )  (     )               ( ) 

 وحصم عهى: ( )و  ( )و  ( )مه انمعادلاخ 

(     )           

 

      √                                       ( ) 

  ( )و  ( )ه ٍتجمع انمعادنر

      √       
 

   
 

 
(  √     )                                  (  ) 

   √
 

 
(  √     )                             (  ) 

  ( )و  ( )ه ٍتطزح انمعادنر

       √       
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(   √     )                                  (  ) 

   √
 

 
(   √     )                           (  ) 

 ،جمٍع انمعادلاخ نى حم لا ٌحقق إونكه قذ ذؤدي  ، (5)و  (2) رٍهنحم انمعادن انىرائج كاود ذحصٍلا هذي 

سوف وتانرانً . ز الاعرثار عىذ اٌجاد انحم انعاون ذؤخذ تىظأٌجة  (      ) (3)ن انمعادنح ئونذنك ف

 ىاقش انحانرٍه انرانٍرٍه:و

    : عىذما الحالت الاولى

 وفس الاشارج.ن ٌحملن أٌجة   و    نئف        ( أ

 .اشارذٍه مخرهفرٍهن ٌحملن أٌجة   و     نئف        ( ب

 (  )و  (  )وذعوٌض انمعادنران  (  )تجذر انمعادنح 

     √           (√
 

 
(  √     )   √

 

 
(   √     ))                  

 

     √           (√
 

 
(  √     )   √

 

 
(   √     ))                  

    عىذما : ثانيتالحالت ال

     

      √                        

       √                      

 

      عىذما : الحالت الثالثت
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      حم )جذ انجذر انرزتٍعً( انمعادنح انرانٍح:  هثال:

 الحل:

                   

 وسرخذو انعلقح انرانٍح:    تما ان 

     √           (√
 

 
(  √     )   √

 

 
(   √     )) 

)    وتانرانً فأن انجذرٌه انخٍانٍه هما:  
 

√ 
  

 

√ 
)    و  (

 

√ 
  

 

√ 
) 

 

          حم )جذ انجذر انرزتٍعً( انمعادنح انرانٍح:  هثال:

 الحل:

                    

 وسرخذو انعلقح انرانٍح:    تما ان 

     √           (√
 

 
(  √     )   √

 

 
(   √     ))  

      (√
 

 
(   √      )   √

 

 
(  √      ))  

      (√
 

 
(     )   √

 

 
(    ))   (√

 

 
( )   √

 

 
(  ))   (    )  

 

 (    )     (    )    وتانرانً فأن انجذرٌه انخٍانٍه هما: 

   جذ انجذر انرزتٍعً نهعذد انعقذي  هثال:
     

    
. 

 نقسمح مه خلل انخطواخ انرانٍح:وجذ حاصم ا الحل:
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  وسرخذو انعلقح انرانٍح:    تما ان 

 

     √           (√
 

 
(  √     )   √

 

 
(   √     )) 

 

      (√
 

 
(  √   )   √

 

 
(   √   )) 

 

      (√
 

 
(  √ )   √

 

 
(   √ ))       

 

   (√
 

 
(  √ )   √

 

 
(   √ ))       

 

    (√
 

 
(  √ )   √

 

 
(   √ ))       
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 Polynomial Equationsهعادلاث هتعدد الحدود 

ٕٜ ٍعادلاخ ذأخز  Polynomial equations ٍعادلاخ ٍرعذداخ اىحذٗد أٗ اىحذٗدٝحاىَعادلاخ  ،اىشٝاضٞاخ فٜ

 :اىشنو اىراىٜ

   
       

                 

ّٗق٘ه أُ مثٞش اىحذٗد ٍِ اىذسخح الأٗىٚ إرا .   ٍعاٍلاخ اىَعادىح، ٗاىٖذف ٕ٘ إٝداد خَٞع قٌٞ اىَدٖ٘ه    ,حٞث

 .ٕٜ اثِْٞ ٕٗنزا   ى ٕٜٗ ٍِ اىذسخح اىثاّٞح إرا ماّد أعيٚ ق٘ج .ذظٖش فٜ اىَعادىح ٕٜ ٗاحذ   ىماّد أعيٚ ق٘ج 

أُ ىنو  اىَثشْٕح الأساسٞح فٜ اىدثشٗذق٘ه .   ٕٜ    ىإرا ماّد أعيٚ ق٘ج    إرُ ّق٘ه أُ مثٞشج اىحذٗد ٍِ اىذسخح

اىحي٘ه اىَنشسج أٛ اىرٜ ٝدة أُ ّعذٕا  احرسثْاٍِ اىحي٘ه )رىل إرا    ٝ٘خذ عذد   ىح حذٗدٝح ٍِ اىذسخحٍعاد

ٍشذِٞ(. مَا ذدذس الإشاسج إىٚ أُ مو ٍعادىح حذٗدٝح راخ ٍعاٍلاخ ذْرَٜ إىٚ الأعذاد اىحقٞقٞح إُ ماُ ىٖا حي٘ه 

ٗآخش       فإُ ٕزٓ اىحي٘ه ذنُ٘ دائَا ٍرشافقح أٛ أّٔ ٝنُ٘ دائَا ْٕاك حو فٜ شنو عقذجذْرَٜ إىٚ الأعذاد اىَ

   .      فٜ شنو

 ّرثع اٟذٜ:  ، ىنٜ ّدذ خزٗس اىعذد            ىْفشض اُ ىذْٝا ٍعادىح ٍِ اىذسخح اىثاّٞح:ٗلاً أ

 اىزٛ لا ٝساٗٛ اىٚ اىصفش ّحصو عيٚ  اىٚ اىطشف الاخش ٗاىقسَح عيٚ   ْقو ت

   
 

 
   

 

 
 

)ّسرخذً طشٝقح امَاه اىَشتع، تإضافح 
 

  
)
 

 اىَعادىح اعلآ اىٚ طشفٜ 

   
 

 
   (

 

  
)
 

  
 

 
  (

 

  
)
 

 

 

(  
 

  
)
 

  
 

 
 
  

   
 
      

   
 

 

  
 

  
 
 √      

  
 

 ٗتاىراىٜ ّحصو عيٚ

     
   √      

  
 

https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%A7%D9%84%D8%B1%D9%8A%D8%A7%D8%B6%D9%8A%D8%A7%D8%AA
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%A7%D9%84%D8%B1%D9%8A%D8%A7%D8%B6%D9%8A%D8%A7%D8%AA
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%A7%D9%84%D9%85%D8%A8%D8%B1%D9%87%D9%86%D8%A9_%D8%A7%D9%84%D8%A3%D8%B3%D8%A7%D8%B3%D9%8A%D8%A9_%D9%81%D9%8A_%D8%A7%D9%84%D8%AC%D8%A8%D8%B1
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(   )  (    )   ٍثاه: حو اىَعادىح    . 

 طشٝقح اىذسر٘س:تاسرخذاً اىحو: 

     
   √      

  
 
 (    )  √(    )   (   )

 
 

     
      √              

 
 
     √      

 
 

 ٍِ خلاه اىَعادىح اىراىٞح:       √الاُ ّحاٗه اُ ّدذ اىدزسِٝ  

     √           (√
 

 
(  √     )   √

 

 
(   √     ))                  

     √        (√
 

 
(    √      )   √

 

 
(   √      ))       

      (√
 

 
(    √   )   √

 

 
(   √   ))  

       (√
 

 
(      )   √

 

 
(     ))    (√

 

 
( )   √

 

 
(  ))   (    ) 

 

 ٗتاىراىٜ:  (    ) َٕا        √  ٛٗتاىراىٜ فأُ خزس

 

     
     √      

 
 
     (    )

 
 

 .      ٗ           ٗتاىراىٜ فأُ اىدزسِٝ اىخٞاىِٞ َٕا: 
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 اها بالنسبت الى هعادلاث هتعددة الحدود هي الزتب العاليت فنتبع الطزق الووضحت في الأهثلت التاليت:

 دزٗس اىحقٞقٞح ٗاىَعقذج اىَرشافقح ىَعادىح ٍرعذدج اىحذٗد اىراىٞح:اىخذ  هثال:

                      

 ٗذنُ٘:       ٗ      ّأخز اىع٘اٍو الاٗىٞح ىنو ٍِ اىَعاٍلاخ  الحل:

   . ّقسٌ ع٘اٍو             ٕٜ        ٗع٘اٍو             ٕٜ      ع٘اٍو 

فْحصو عيٚ اىحي٘ه اىدزسٝح اىحقٞقٞح    عيٚ ششط اُ لا ٝنُ٘ ْٕاىل قاسٌ ٍشرشك تِٞ اىع٘اٍو ٍا عذا    عيٚ 

 اىََنْح:

    
 

 
  
 

 
  
 

 
  
 

 
     

 

 
     

 

 
  
 

 
  
 

 
      

  

 
 

ّدشب اىحي٘ه اىدزسٝح اىحقٞقٞح فٜ اىَعادىح ٍرعذدج اىحذٗد، ّخراس فقط اىحي٘ه اىدزسٝح اىرٜ ذدعو اىَعادىح ذساٗٛ 

    اىصفش. ٍِ خلاه رىل ّدذ اُ 
 

 
 ٗ    

 

 
ّعَو عيٚ هوا الجذراى الحقيقياى لوعادلت هتعدد الحدود.  

 اٝداد اىدزٗس اىخٞاىٞح ٍِ خلاه اىقسَح اىط٘ٝيح:

                                                            

                                                                            
 

 
)          

                                                                             

                                                                               
 

 
)           

                                             

 

                                                     

 ٗتاىراىٜ ّحصو عيٚ 6ّشٙ اُ ّاذح اىقسَح ٝقثو اىقسَح عيٚ 

                                           

 ٗتاىراىٜ: 

                    (    )(    )(       ) 

 (       )الاُ ّسرخذً طشٝقح اىذسر٘س لإٝداد خزٗس 
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  √     

 
     

    ارُ اىحي٘ه ٕٜ 
 

 
  ٗ   

 

 
  ٗ        ٗ       

  1-  ارا عيَد تأُ اىدزٗس اىحقٞقٞح ٕٜ                ٗخذ اىدزٗس اىخٞاىٞح ىيَعادىح أ هثال:

ٗ3. 

 ّعَو عيٚ اٝداد اىدزٗس اىخٞاىٞح ٍِ خلاه اىقسَح اىط٘ٝيح: الحل:

                                                                  )          

                                                               

                                                                       )           

                                                                     

 

                                                             

 ٗتاىراىٜ فأُ 

               (   )(   )(       ) 

 ىغشض اسرخشاج اىدزٗس اىخٞاىٞح:ٍِ اىذسخح اىثاّٞح ، ىزىل ّسرخذً طشٝقح اىذسر٘س  (       )اىَعادىح 

 

      
   √   

 
      

        ٗ         ٗ      ٗ       ارُ اىحي٘ه ٕٜ 

 

ارا عيَد تأُ اىدزٗس اىحقٞقٞح ٕٜ                    ٗخذ اىدزس اىرشتٞعٜ ىيَعادىح أ هثال:
 

 
   ٗ3. 

 

 ّعَو عيٚ اٝداد اىدزٗس اىخٞاىٞح ٍِ خلاه اىقسَح اىط٘ٝيح: الحل:
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)          

                                                                         

                                                                            )           

                                                                           

                                                                                      

 ٗتاىراىٜ فأُ 

                   (    )(   )(        ) 

ٍِ اىذسخح اىثاّٞح ، ىزىل ّسرخذً طشٝقح اىذسر٘س ىغشض اسرخشاج اىدزٗس اىخٞاىٞح ،  (        )اىَعادىح 

 :(       )ىْحصو عيٚ   حٞث ّقسٌ طشفٜ اىَعادىح عيٚ 

     
   √   

 
      

   ارُ اىحي٘ه ٕٜ 
 

 
  ٗ      ٗ         ٗ        

  1ارا عيَد تأُ اىدزس اىحقٞقٜ ٕ٘                 ٗخذ اىدزس اىرشتٞعٜ ىيَعادىح أٍثاه: 

 اىحو: ّعَو عيٚ اٝداد اىدزٗس اىخٞاىٞح ٍِ خلاه اىقسَح اىط٘ٝيح:

                                                                            )          

                                                                  

                                                                      

 ٗتاىراىٜ فأُ 

                 (   )(        ) 

 اىخٞاىٞح :ٍِ اىذسخح اىثاّٞح ، ىزىل ّسرخذً طشٝقح اىذسر٘س ىغشض اسرخشاج اىدزٗس  (        )اىَعادىح 

     
  √     

 
      

        ٗ         ٗ      ارُ اىحي٘ه ٕٜ 
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ثانيانفصم ان  

نظاييت انبسيطتاندوال ان  

 دوال انًتغير انعقديانًتغير و

انز٘ ٚعجش عٍ أ٘ عُصش فٙ فئخ الاعذاد انًعقذح ثبنًزغٛش انًعقذ. ارا كبٌ نكم قًٛخ نهًزغٛش   ٚسًٗ انشيز   

 ٔركزت:   نْٙ دانخ   ، فٛقبل اٌ  رٕجذ قًٛخ ٔاحذح أ عذح قٛى نهًزغٛش انًعقذ   انًعقذ 

       

  ثبنًزغٛش انًعقذ انًعزًذ. ارا ٔجذد نكم قًٛخ نهًزغٛش انًسزقم   ثبنًزغٛش انًعقذ انًسزقم، ثًُٛب   ٚسًٗ 

ٔحٛذح انقًٛخ.      أ اٌ   دانخ ٔحٛذح انقًٛخ نهًزغٛش   َُب َقٕل اٌ ، فإ   قًٛخ ٔاحذح فقط نهًزغٛش انًعزًذ

دانخ يزعذدح انقٛى أ كثٛشح انقٛى   َُب َقٕل اٌ ، فإ   ناكثش يٍ قًٛخ   ايب ارا ٔجذد نكم قًٛخ يقبثهخ نهعذد 

   ، ايب  قًٛخ ٔاحذح فقط   ٌ نكم قًٛخ نهًزغٛش فإ     . فبرا كبَذ  نهًزغٛش
 

  فأٌ نكم قًٛخ   

 .   نرٕجذ قًٛزبٌ 

 اندوال انعكسيت

              ٔركزت   كذانخ فٙ انًزغٛش   َّ ًٚكٍ أٚضبً أٌ َعزجش ، فإ       ارا كبٌ 

 .  ثبنذانخ انعكسٛخ انًُبظشح نهذانخ     ٔعبدح رسًٗ انذانخ 

 انتحويلاث

  ) حٛث          حقٛقٛبٌ (  د انخ ٔاحذح انقًٛخ فٙ انًزغٛش   ٔ   ) حٛث          ارا كبٌ 

 حقٛقٛبٌ ( فأَّ ًٚكٍ اٌ َكزت:  ٔ 

             

 َُب َشٖ أَٓب ركٌٕ يكبفئخ انٗ:ٍٛ فٙ انطشفٍٛ فإنٛبٍ انخٛٔثًسبٔاح انجزأٍٚ انحقٛقٍٛٛ ٔانجزأٚ

                            

. َٔقٕل اٌ انُقطخ  يُبظشح فٙ انًسزٕ٘  ́ ، فأَّ رٕجذ َقطخ يثم   فٙ انًسزٕ٘   ارا اعطُٛب َقطخ يثم 

 . ثصٕسح  ́ ثبسزخذاو انزحٕٚم ٔرسًٗ  ́ َقهذ أ حٕنذ انٗ انُقطخ   
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 .                   عهٗ شكم          أكزت يثال: 

 انحم:

                                  

 :ٍٛ فٙ انطشفٍٛ فأَُب َشٖٛنبٍٚ انخٛأٍٚ انحقٛقٍٛٛ ٔانجزأٔثًسبٔاح انجز

               

              

 : انٗ انُقطخ انًُبظشح نٓب فٙ انًسزٕ٘   فٙ انًسزٕ٘ انعقذ٘       نُقم انُقطخ 

           

        

 كًب فٙ انشسى انزقشٚجٙ فٙ ادَبِ:ٔ      ْٙ   ارٌ ركٌٕ انُقطخ انًُبظشح فٙ انًسزٕ٘ 

 

 

 .      فٙ   ٔاحست    ٔ  ، جذ             نذٚك  يثال:

 انحم:

    {    }            

    {    }         
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 ْٔكزا َشٖ ثأٌ 

              ٔ          

  فٙ   ٔاحست    ٔ  ، جذ ̅             نذٚك  يثال:
 

 
   . 

 انحم:

                       

              

             

 (
 

 
   )    (

 

 
   )   (

 

 
   )                   

 َشٖ ثأٌ  ْٔكزا

 (
 

 
  )     

 (
 

 
  )      

 

 انًُبظشح نكم يٍ:  ، أجذ قٛى           اعزجش  يثال:

        ،        )ة(:             ( أ)

       ً .ٔثٍٛ كٛف ًٚكٍ رًثٛم ْزا انزُبظش ثٛبَٛب  

)أ( انحم:   

                               

 )ة(:
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فٙ  ́ انًًثهخ ثبنُقطخ        نٓب صٕسح   فٙ انًسزٕ٘   ، انًًثهخ ثبنُقطخ        انُقطخ 

قذ        . ثبنًثم     ثٕاسطخ دانخ انشسى أ انزحٕٚم  ́ قذ َقهذ انٗ   ، َقٕل اٌ  انًسزٕ٘ 

  انًسزٕ٘ رٕجذ َقطخ ٔاحذح رًثهٓب فٙ   ، ارٌ نكم َقطخ ٔاحذح فٙ انًسزٕ٘        َقهذ انٗ 

 .  ٔحٛذح انقًٛخ نهًزغٛش ٔثبنزبنٙ ركٌٕ دانخ 
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 الاحذاثياث الاًحٌائيت

      فؤَُا َسًٙ          ٔ          أ انًكافئ نّ     𝑓   ارا اعطُٛا انخحٕٚم

فٙ   الاَحُائٛت نهُقطت  بالإحذاثٛاث       ٔ  الاحذاثٛاث انًخعايذة بانُسبت انٗ َقطت يا فٙ انًسخٕ٘ 

 .  انًسخٕ٘ 

  Linear Transformation  الخطي التحىيل

 تُْانك ثلاث دانت خطٛت.  اعذاد يعقذة ٔ  ٔ   بانخحٕٚم انخطٙ حٛث اٌ        ٚسًٗ انخحٕٚم 

 ْٔٙ:  انٗ انًسخٕ٘ انًعقذ  إَاع يٍ انخحٕٚم انخطٙ ٚخى فٛٓا ححٕٚم انُقاط يٍ انًسخٕ٘ 

  : Transport Transformation(  ٌقل )ازاحت بوقذارالتحىيل  -1

 فأن اختيارية   و       كان إذا
  𝑓        

 فأن         . وبما ان    العجد بإضافة أزيحت   نقطة كل أن نلاحظ وهنا

                   
 

       
       

كًا   انًسخٕ٘في             هي النقطة   في المدتوي       هحا يعني ان النقطة 

 فٙ انشكم ادَاِ
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    ٔ     ٔ     ٔ     افشض اٌ نذُٚا انًسخطٛم انز٘ حكٌٕ يٍ حقاطع انًسخقًٛاث هثال: 

ٔيٍ  𝜃ٔ   ٔكًا يٕضح فٙ انشسى ادَاِ حٛث كم َقطت يٍ َقاط انًسخطٛم حكَٕج يٍ حقاطع يسخقًٍٛٛ، جذ 

، باسخخذاو ححٕٚم انُقم ارا  انٗ انًسخٕ٘   نًسخطٛم فٙ انًسخٕ٘ ا اسخخذاو انخحٕٚم انخطٙ حٕلبثى 

 .         عهًج بؤٌ 

  الحل:

 

 بحٛث اٌ  cيًثم بانشسى بانُقطت  zانعذد انعقذ٘ 

            

 يٍ خلال انخانٙ: rَسخخشج قًٛت 

  | |  √      √  

 يٍ خلال: بانذسجت 𝜃َسخخشج قًٛت 

𝜃       
 

 
       

َعٕض َقاط انًسخطٛم انُاحجت يٍ حقاطع كم يسخقًٍٛٛ فٙ انًسخٕ٘   لاسخخشاج انُقاط انًقابهت فٙ انًسخٕ٘ 

        بانُسبت انٗ فٙ انخحٕٚم انخطٙ ،   انًعقذ 

 

                            

         ايا بانُسبت انٗ 
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       𝑐ايا بانُسبت انٗ 

                 𝑐        

       𝑑ايا بانُسبت انٗ 

                 𝑑       

 كًا فٙ انشكم ادَاِ:  نزنك َعٍٛ َقاط انًسخٕ٘ 

 

 

  : Rotation Transformation({ }    تذوير )ازاحت بوقذارالتحىيل  -2

 أن أي وهو عجد معقج اختيارية   و       كان إذا
  𝑓       

 يكون  وعمية،    𝑒   و  𝑒     أنحيث 

  𝑓      𝑒        𝑒   
 

يع  { }𝑔    حٛث   حٕل َقطت الاصم بضأٚت   ْزا انُٕع يٍ انخحٕٚم ٚعُٙ حذٔٚش )اصاحت( انًخجّ 

 .| |  حٛث   حصغٛش أ حكبٛش ْزا انًخجّ بًقذاس 
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 .wانٗ انًسخٕ٘   بُقم انًسخطٛم فٙ انشسى ادَاِ يٍ انًسخٕ٘          اسخعًم انخحٕٚم  هثال:

 
 

 
 الحل:

  𝑓      𝑒        𝑒   
 

 :𝜃 و  نجج 
  √  

 
𝜃        
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 من  و   ندتخخج 
  | |  √      √  

 

       
 

 
     

 حكٌٕ  ٔانضأٚت   ٔبانخانٙ فؤٌ 

     √   
 

        

 حكٌٕ     𝑓 فؤٌ نزا

𝑓     𝑒   √  𝑒      

انُاحجت يٍ حقاطع كم يسخقًٍٛٛ فٙ  - َعٕض َقاط انًسخطٛم  لاسخخشاج انُقاط انًقابهت فٙ انًسخٕ٘ 

        بانُسبت انٗ فٙ انخحٕٚم انخطٙ ،  -  انًسخٕ٘ انًعقذ 

                      

         ايا بانُسبت انٗ 

                      

       𝑐ايا بانُسبت انٗ 

             𝑐       

       𝑑ايا بانُسبت انٗ 

             𝑑        

 كًا فٙ انشكم ادَاِ:  نزنك َعٍٛ َقاط انًسخٕ٘ 
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 ({ }   و    التذوير )ازاحت بوقذارالٌقل و تحىيل  -3

Transport &Rotation Transformation 

 بٍٛ ححٕٚم انُقم ٔ انخذٔٚش ٔكًا يبٍٛ فٙ انًثال انخانٙ:        ٚجًع انخحٕٚم 

 wنُقم انًسخطٛم انٗ انًسخٕ٘                 أسخخذو انخحٕٚم  هثال:

 

 

  𝑓      𝑒        𝑒   
 

 :𝜃 و  كما في المثال اعلاه نجج 
  √  
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𝜃        

 من  و   ندتخخج 
  | |  √      √  

 

       
 

 
     

 حكٌٕ  ٔانضأٚت   ٔبانخانٙ فؤٌ 

     √   
 

        

 حكٌٕ     𝑓نزا فؤٌ 

𝑓     𝑒   √  𝑒      

 

انُاحجت يٍ حقاطع كم يسخقًٍٛٛ فٙ  - َعٕض َقاط انًسخطٛم  لاسخخشاج انُقاط انًقابهت فٙ انًسخٕ٘ 

        بانُسبت انٗ ،                  فٙ انخحٕٚم انخطٙ  -  انًسخٕ٘ انًعقذ 

 

                                 

         ايا بانُسبت انٗ 

                                

       𝑐ايا بانُسبت انٗ 

                      𝑐       

       𝑑ايا بانُسبت انٗ 

                      𝑑        

 كًا فٙ انشكم ادَاِ:  نزنك َعٍٛ َقاط انًسخٕ٘ 



 (2الوحاضرة  ) -لثاًيالفصل ا -الذوال الوعقذة
 

 43 

جاهعت البصرة -كليت التربيت للعلىم الصرفت  -قسن الفيسياء   
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 الذوال البسيطت:

فٙ انًسخٕ٘ انًعقذ بذلانت   𝑓    𝑒اٜسٛت  انًعقذةحكخب انذانت  : سيتالآالوعقذة الذوال  -1

 كاٜحٙ: الاحذاثٛاث انًخعايذة ٔباسخخذاو صٛغت أٚهش

 

𝑓    𝑒  

 

𝑒  𝑒     𝑒 𝑒   

 

𝑒  𝑒  𝑐           

 اٜسٛت حكٌٕ انًعقذةانذانت ،     نحانت 

𝑒  𝑒  

  اٜسٛت حكٌٕ انًعقذةانذانت ،      َلاحظ اٌ ْزِ انذانت حخحٕل انٗ دانت آسٛت نًخغٛشاث حقٛقٛت. ايا عُذيا 

𝑒   𝑐          

  ححقق قإٌَ الاشخقاق نكم   . اٌ انذانت الاسٛت انًعقذةصٛغت أٚهشٔحعشف ب

𝑑

𝑑 
𝑒  𝑒  

الاحذاثٛاث انًخعايذة فٙ انًسخٕ٘ انًعقذ بذلانت   𝑓    𝑒ًٚكٍ اعادة كخابت صٛغت انذانت انًعقذة اٜسٛت 

 بانشكم: ٔباسخخذاو صٛغت أٚهش

𝑓    𝑒   𝑒 𝑐       𝑒        

 نهذانت انًعقذة اٜسٛتانصٛغت انقطبٛت 

𝑓    𝑒    𝑐              

  بٍٛ انصٛغخٍٛ َجذ اٌيٍ انًقاسَت 

   𝑒   

ٔ 
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 𝑔 (𝑓   )  ٔٚشيض نٓا بانشيض  نهذانت انًعقذة اٜسٛت انقطبٛت بُصف قطشٚت ْٔٙ انضأٚت   حٛث حقاط 

 في الفصل الاول.  حساب  ويتن حسابها بٌفس طريقت

 ايا بانُسبت نهقًٛت انًطهقت نهذانت انًعقذة اٜسٛت فٓٙ

|𝑓   |  | 𝑒 | 

 | 𝑒  𝑒  |  |𝑒  ||𝑒  | 

 |𝑒 || 𝑐          | 

 𝑒 √𝑐           

|𝑓   |  𝑒     

 

اٌ  في الفصل الاول. | |هي القيوت الوطلقت   بٌفس طريقت حساب   اى الوعادلت الاخيرة تتيح لٌا حساب 

| 𝑒|نٓزا فؤٌ   نكم عذد حقٛقٙ         ٚعُٙ اٌ يذٖ انذانت . ْزا  نكم عذد عقذ٘     𝑒ٔاٌ    

 انًعقذة اٜسٛت ْٕ كم انًسخٕ٘ انعقذ٘ ياعذا َقطت الاصم.

 فًٓا:  𝑓    𝑒ايا انجضء انحقٛقٙ ٔ انخٛانٙ نهذانت انًعقذة اٜسٛت  

 𝑒 𝑒   𝑒 𝑐    

 

   𝑒   𝑒      

  𝑓    𝑒اكخب  هثال:
انجضء انحقٛقٙ،  ، ٔيا بذلانت الاحذاثٛاث انًخعايذة ٔباسخخذاو صٛغت أٚهش 

 ؟  نهذانت انًعقذة الاسٛت انقًٛت انًطهقتٔٔانخٛانٙ، ٔانضأٚت 

 ٔباسخخذاو صٛغت أٚهش، بانشكم انخانٙ:  ٔ   َكخب انذانت الاسٛت بذلانت الاحذاثٛاث انًخعايذة  الحل:

𝑒  
 𝑒             𝑒        𝑐                   

 انجضء انحقٛقٙ ٔانخٛانٙ ، َعٛذ كخابت انًعادنت اعلاِ بانشكم انخانٙ:نغشض اٚجاد 

𝑒  
 (𝑒       𝑐       )   (𝑒               ) 

 يٍ انًعادنت اعلاِ ، انجضء انحقٛقٙ ٚكٌٕ:

 𝑒(𝑒  
)  𝑒       𝑐        
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 ٔانجضء انخٛانٙ ٚكٌٕ:

  (𝑒  
)  𝑒                

 انًعقذة اٜسٛت حكٌٕ: نذانتاايا صأٚت 

 

  𝑔 (𝑒  
)      

 نهذانت انًعقذة اٜسٛت حكٌٕ: انقًٛت انًطهقتٔ

 

|𝑒  
|  𝑒       √𝑐                   𝑒        

 

 .  𝑒      𝑒اثبج اٌ  هثال:

 انحم:

𝑒      𝑒 𝑒    𝑒                    𝑒        

 𝑒  

 

 .    𝑒جذ حم انذانت الاسٛت انًعقذة  هثال:

 ( بانصٛغت انقطبٛت انخانٛت:1-ًٚكٍ اٌ َكخب ) الحل:

     𝑐           

 حٛث اٌ

  |𝑒 |  |𝑒 |  |    |  √           

 

       (
 

  
)    

 يٍ يسأاة صٛغت انذانت انًعقذة اٜسٛت ٔصٛغت انذانت انًعقذة انقطبٛت ًٚكٍ كخابت
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𝑒  𝑐             𝑐            

 َجذ اٌ

𝑒                     

  ٔ 

      

 :  يٍ انذٔساث حكٌٕ   ٔنعذد 

                                         

 ٔبانخانٙ ٚكٌٕ انحم 

                 

 

 .      𝑒جذ حم انذانت الاسٛت انًعقذة  هثال:

 ( بانصٛغت انقطبٛت انخانٛت :i+1ًٚكٍ اٌ َكخب ) الحل:

    √ (𝑐  
 

 
     

 

 
) 

 حٛث

  |𝑒  |  |𝑒  |  |   |  √        √  

 

       (
 

 
)  

 

 
 

 يٍ يسأاة صٛغت انذانت انًعقذة اٜسٛت ٔصٛغت انذانت انًعقذة انقطبٛت ًٚكٍ كخابت

𝑒   𝑐             √ (𝑐  
 

 
     

 

 
)  

   حٛث 

𝑒   √   
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 بؤخز انهٕغاسٚخى نهطشفٍٛ

   𝑒      (√ ) 

 

     (√ ) 

  
 

 
  (√ )    (√ )

 
       

 
  

 

    √ 
 

 

ٔ 

  
 

 
 

 :  يٍ انذٔساث حكٌٕ   ٔنعذد 

  (
     

 
) 

 ٔبانخانٙ ٚكٌٕ انحم 

         √ 
 

  (
     

 
) 

 

 يٍ خٕاص انذانت الاسٛت يا ٚؤحٙ:

1- 𝑒  𝑒   𝑒      

 

2- 
   

   
 𝑒      

 

3- 
 

  
 𝑒   

 

4-  𝑒    𝑒   

 عذد صحٛح.  حٛث اٌ 
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 تواريي:

 اثبج ياٚآحٙ

1- 𝑒         𝑒            2-   𝑒
(
    

 
)
 √𝑒

   

√ 
          3-  𝑒      𝑒  

  

جذ حم انذٔال الاسٛت انًعقذة انخانٛت:   

1- 𝑒    

2- 𝑒       

3- 𝑒     

4- 𝑒     

5- 𝑒     √  
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واندوال الاخري بدلانت اندانت الاسيت       و      حعرف اندوال انمثهثيت  : الدوال الوثلثيت الوعقدة -2

 كما يأحي:  نهمخغير 

                                                

 

                                              

 مه جمع انمعادنخيه اعلاي وحصم عهً

     
        

 
 

 مه طرح انمعادنخيه اعلاي وحصم عهً

      
        

  
 

 يكىنف      و      بانىسبت انً حفاضم كم مه 

 

  
     

          

 
  

(        )

 
  

        

  
       

 

  
      

     (      )

  
  

(        )

  
 

        

 
      

 صيغت انرياضيت انخانيت:انب كخابخها يمكه     بانىسبت نهدانت انمثهثيت انمعقدة 

                            

 اثباث انعلاقت اعلاي مه خلال انخاني:حيث يمكه 

     
        

 
                    

     
                  

 
 

             

 
                              

     
                                

 
 

         (
      

 
)       (

      

 
) 
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 بشكم انخاني:     يمكه ايجاد انقيمت انمطهقت 

|    |  |         |  |                       | 

 √                                                      

 √                                  

 √                                       

|    |  √               

 ) اخخبر وفسك(      نهقيمت انمطهقتكرنك انحال بانىسبت 

|    |  √               

 

                                   الان وريد ان اثبج 

                         

 (
          

  
)(

          

 
)  (

          

 
)(

          

  
) 

 [
 

    
(          )(          )]  [

 

    
(          )(          )] 

 
[                                        ]  [                                        ]

  
 

 
                      

  
 

                    

  
            

 بطريقت اخري

           
                    

  
 

 

 
                     

  
 

 
[                            ]  [                            ]
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[                                             ]  [                                             ]

  
 

 
                         

  
 

                         

هدانت انمثهثيت انمعقدة ادواينبانىسبت   

     (
        

              
)   (

            

              
) 

 فيكىن اثباحها مه خلال

     
    

    
 

         

         
 

                      

                      
 

 
                      

                      
 
                      

                      
 

 
                                                                   

              
 

 
                                                   

              
 

 
                      

              
 

 (
        

              
)   (

            

              
) 

 

 الان وحاول ان وثبج ان

      
           

 
 

 يكىن ذنك مه خلال

      (
        

  
)

 

 (
 

  
)
 

(        )
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 (
 

  
)
 

(        )(        )(        ) 

 

 (
 

  
)
 

(        )(            ) 

 (
 

  
)
 

(                              ) 

 (
 

  
)
 

((          )   (        )) 

  (
 

 
) (

(          )

  
  (

        

  
)) 

 
           

 
 

̅̅    مثال: اثبج ان  ̅̅ ̅̅      ̅ 

 انحم:

 حعطً بانعلاقت انخانيت:     اندانت انمثهثيت انمعقدة 

                            

 حعطً بانعلاقت انخانيت:     هدانت انمثهثيت انمعقدة نانمخرافق انمعقد في انطرف الايسر، 

    ̅̅ ̅̅ ̅̅                        ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅                         

 :    يمكه كخابت اندانت انمثهثيت انمعقدة 

     
        

  
 

 في انمعادنت اعلاي:     هدانت انمثهثيت انمعقدة نانمخرافق انمعقد انطرف الايمه، 

    ̅  
   ̅      ̅
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 . نيخساوي انطرفاوبانخاني 

 مه انمخطابقاث الاخري هي

     
 

    
 

     
 

    
 

     
    

    
 

               

               

 اخخبر وفسك لأثباث الاحي: حمريه:

                            

                                    

                                   

                                   

    ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅      ̅ 
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 الدوال الوثلثيت الزائديت الوعقدة  -3

 تانًعادنرٍٛ:  ذعشف دانح انجٛة انزائذٚح ٔجٛة انرًاو انزائذٚح نهًرغٛش انعقذ٘ 

      
      

 
 

      
      

 
 

 ايا تانُسثح لاشرقاقًٓا:

 

  
      

 

  
(
      

 
)  

      

 
        

 

  
      

 

  
(
      

 
)  

      

 
       

 

 ، َجًم تعضٓا تًا ٚهٙ:    ٔ      خظائض يشاتٓح نًا ْٙ عهّٛ كم يٍ       ٔ       هذانرٍٛ ن

 

       
                

 
 

 

 
                

 

 
                 

           
      

 
       

      

 
 

  ٔعهٗ ْزا ٚكٌٕ

                               

 

 ٔتطشٚقح يشاتٓح َجذ
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  ٔعهٗ ْزا ٚكٌٕ

                               

 

                

              (
      

 
)
 

 (
      

 
)
 

   

 

                

         
       

 
  

      

 
        

 

               

         
       

 
 

      

 
       

 

                                         

                              

 (
        

 
) (

        

 
)   (

        

 
) (

        

 
) 

 
                               

 
  

                               

 
 

 
                  

 
 

                

 
             

 تُفس انطشٚقح

                                        

 

|     |                 
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|     |  |                       |  

 (√                        )
 
 

                              

                                 

                            

|     |               

 

               

         
        

 
       

 

              

         
        

 
      

 نُظائشْا يٍ انذٔال انًثهثٛح، تحٛث اٌايا انذٔال انزائذٚح الاستع الاخشٖ، ٚرى ذعشٚفٓا تطشٚقح يشاتٓح 
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 : اثثد اٌيثال

                  

 انحم:

           
                

 
 

             

 
 

 
                              

 
 

                    

 
 

 
       

 
  

      

 
        

 تُفس انطشٚقح

                  

 ٔيٍ اعلاِ َسرطٛع اٌ َثثد

           
          

          
 

      

      
       

 اثثد اٌ :يثال

                

 انحم

              (
      

 
)
 

 (
      

 
)
 

 

 
          

 
 

          

 
   

 ارٌ

                

 َحظم عهٗ       تانقسًح عهٗ 
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 دالت اللوغاريتن الوعقدة -4

 ، فأٌ دانح انهٕغاسٚرى انطثٛعٙ نّ ذكٌٕ:      انظٛغح الاسٛح نهعذد انعقذ٘ 

      (    )        (   )          

،       ٔاٌ  | |   ٔانز٘ ٚكٌٕ  ذًثم دانح انهٕغاسٚرى انطثٛعٙ نهعذد انحقٛقٙ انًٕجة     حٛث

حٛث       نانقًٛح انشئٛسٛح  φ. ارا كاٌ  دانح يرعذدج انقٛى نهعذد انعقذ٘ غٛش انظفش٘     فأٌنٓزا 

   φ  π نٓزا                   حٛث اٌ         ٔتانرانٙ ًٚكٍ اٌ َكرة ،

 ًٚكٍ كراتح انًعادنح اعلاِ تانظٕسج انرانٛح:

                                

يٍ قٛى دانح انهٕغاسٚرى، انرٙ نٓا  عذد غٛش يُرٓٙٔت  ْٕ دانح يرعذدج نقٛى     حٛث ذثٍٛ انًعادنح اعلاِ اٌ 

 .  انجزء انحقٛقٙ َفسّ، ايا انجزء انخٛانٙ فٛخرهف تًضاعفاخ طحٛحح يٍ انعذد 

 َحظم عهٗ يا ٚسًٗ تانقًٛح انشئٛسٛح نذانح انهٕغاسٚرى ٔذكرة تانشكم:    عُذيا 

                                       

 يفشدج انقًٛح، ذحرٕ٘ يُطقح ذعشٚفٓا عهٗ الاعذاد انعقذٚح غٛش انظفشٚح، ٔيذاْا ْٙ انششٚحح     حٛث ذكٌٕ 

             . 

 

 .     ارا عهًد تأٌ      : أجذ يثال

 انحم:

  | |  √      √   

            
 

 
 

 

 
 

           √   (
 

 
    ) 
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 .   √  ارا عهًد تأٌ      : أجذ يثال

 انحم:

  | |  √(√ )
 
       

            
 

√ 
 

 

 
 

  (√   )       (
 

 
    ) 

 ، اثثد اٌ      سٛح نهعذد انعقذ٘ ْٙ  انظٛغح الأ: ارا عهًد تأٌ يثال

 

  
    

 

 
 

 انحم:

             نهعذد انعقذ٘ ْٙ:سٛح انظٛغح الأ

 سٛح نهعذد انعقذ٘ ْٙ:انظٛغح الأيشرقح 

                              

  

   
                            

 ذعطٗ:  دانح انهٕغاسٚرى انطثٛعٙ نهعذد انعقذ٘ 

           

 :  يشرقح دانح انهٕغاسٚرى انطثٛعٙ نهعذد انعقذ٘ 

     
  

 
     

 

 
          

 ذظثح انًعادنح اعلاِ    تاسرخذاو 
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 عذدٍٚ عقذٍٚٛ غٛش طفشٍٚٛ، حٛث   ٔ    يٍ انخٕاص الاخشٖ ، ارا كاٌ 

      
                

    

 يٍ انسٕٓنح اٌ َثشٍْ اٌ

                 

 

         (   
      

   )    (     
        )                  

 نرثسٛط انًعادنح اعلاِ َسرخذو

                 

 ٔتانرانٙ

                                               

                 

 ذعطٗ   ٔ    زٚح نكم يٍ ٛانظٛغح انكاسذ: افشع أٌ يثال

                        

 اثثد اٌ 
                 

 طشف الاٚسشهتانُسثح ن 

         (        )               

 هطشف الاًٍٚنتانُسثح 

            (   )    (    )          

 

 َلاحظ اٌ 
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 ذعطٗ   ٔ    ْٔٙ نٛس نجًٛع انقٛى، فعهٗ سثٛم انًثال َفشع اٌ انظٛغح انكاسذٛزٚح نكم يٍ 

          

 َحأل اثثاخ اٌ 
                 

 تانُسثح نهطشف الاٚسش 

          (       )            

                                  

 ٔتانُسثح نهطشف الأًٍٚ

                            

                    

 َلاحظ اٌ 

                 

 

 كزنك يٍ انخٕاص الاخشٖ ْٙ

  
  
  

           

 سهٕب اثثاخاثثد تُفس ا
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 اٚضاً يٍ انخٕاص

  ( 
 
 )  

 

 
                                        

 لأثثاخ ذهك انعلاقح َرثع انرانٙ: 

 انظٛغح انقطثٛح نهعذد انعقذ٘ ذعطٗ تانشكم

                

 ذعًٛى انزأٚح انقطثٛحتاسرخذاو 

   (                      ) 

 mَجزس انطشفٍٛ تانُسثح انٗ 

 
 
   

 
 [                      ]

 
  

 تاسرخذاو َظشٚح د٘ يٕفش نهطشف الاًٍٚ

  
 
 ([   (

     

 
)      (

     

 
)]) 

 ًٚكٍ كراتح انًعادنح اعلاِ تانظٛغح اٜسٛح

 
 
   

 
  

 (
     

 
)
 

 سٛح ذكٌٕ انًعادنح اعلاِ تانشكم انرانٙ:انطثٛعٙ نهعذد انعقذ٘ تانظٛغح الأيٍ يعادنح انهٕغاسٚرى 

   
 
     

 
   ((

     

 
)     ) 

   
 
     

 
   (

          

 
)  

 

 
(            )                              
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 يٍ انخٕاص الاخشٖ ْٙ

       

 حٛث اٌ انطشف الاٚسش

        | |       | |    | |           

 

 يٍ انخٕاص الاخشٖ ْٙ

          

 ْٔٙ نٛسد تظٕسج عايح

  : اثثد اٌ يثال

                  

 انحم:

 تانُسثح نهطشف الاٚسش

                              

              
 
        (

 

 
) 

                   

          
 

 
 

 تانُسثح نهطشف الاًٍٚ

          [  √            
 

 
] 

  *  √   
 

 
+ 

    √   
 

 
 

   ( 
 
 )
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 ٔتانرانٙ:

                  

 ْٕٔ انًطهٕب

 ثثد اٌ: ايثال

                      

 انحم: 

 تانُسثح نهطشف الاٚسش

                           

                                     

                    
 
        (

 

  
) 

                     

 تانُسثح نهطشف الاًٍٚ

           [  √            (
 

  
)] 

  [  √   
  

 
] 

    √      

    ( 
 
 )

 

     

 

          

 ٔتانرانٙ

                      

 ْٕٔ انًطهٕب
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 دوال القوى الوعقدة -6

 تانًعادنح:    ،    ذعشف انذانح اِسُح انعايح 

         

 وتخلافّ فأٌ     ، ذكىٌ    وعُذيا 

      | |        * + 

 انقُىوَكىٌ نهذانح اِسُح انعايح يرعذدج 

     *  | |   (   * +    )+  

 يثال: اثثد اٌ 

(   )  
 

 
 
 

[   (
   ( )

 
)      (

   ( )

 
)] 

 انحم:

 تاسرخذاو 

         

 عهً شكم  (   )َعُذ كراتح 

(   )      (   )    (  | |       * +) 
 

  
 {  (√     )       .

 
 /} 

 

   {  (√ )  
 
 
}    

 
     (√ )                                            

 تاسرخذاو صُغح اوَهش َحصم عهً 

(   )  
 

 
 
 

[   (
   ( )

 
)      (

   ( )

 
)] 
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 يثال: اثثد اٌ 

  (   )    ,   (   ( ))      (   ( ))- 

 انحم:

 تاسرخذاو 

         

 عهً شكم(   )  َعُذ كراتح 

 

  
   {  (√     )       .

 
 
/}

 

 

     {  
( )  

 
 
}          ( )         ( )                             

 تاسرخذاو صُغح اوَهش َحصم عهً 

  (   )    ,   (   ( ))      (   ( ))- 

 

(  )   ارا عهًد تأٌ يثال:    
 

 
 اثثد اٌ ،  

 (  )   
 
 ,   ( )      ( )- 

 انحم:

 عهً شكم (  )َعُذ كراتح ،          تاسرخذاو 

 

(  )   
 {  (√   (  )

 
)       (

  
 
)}

 

  (  ) وتانرانٍ فأٌ 

 (  )      {  
( )  

 
 
}    

 
                                         ( )    

 

 (  )   
 
 ,   ( )      ( )-                                ( )      ( ) 
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 يثال: اثثد اٌ 

(   )   
   (  ( ))

   
  
   (  ( ))

   
 

 عهً شكم  (   )َعُذ كراتح ،          تاسرخذاو  انحم:

(   )    
  {  (√   (  )

 
)       (

  
 
)}

 

 

    {  (√ )  
  
 
}   {    (√ )   }           (√ )          (√ )

 

           

 تاسرخذاو صُغح اوَهش َحصم عهً

(   )   
   (  ( ))

   
  
   (  ( ))
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 يعكىس انذوال انًثهثُح انًعقذج -7

نهعذد انعقذٌ  ، نرعشَف دانح يعكىس دانح جُةُحانهىغاسَرًانذانح ًَكٍ ذعشَف يعكىس انذوال انًثهثُح تذلانح 

  : 

 

         

 ًَكٍ كراتح انًعادنح اعلاِ

       
        

  
 

 وتانرانٍ:

               

 َحصم عهً     تتضشب انطشفٍُ 

 

              

    ويُها َحصم عهً يعادنح يٍ انذسجح انثاَُح فٍ 

 

                

 وَعُذ كراتح انًعادنح اعلاِ، وتانرانٍ:      نُفشض اٌ 

            
  

 تاسرخذاو طشَقح انذسرىس

     √     

 

     (    )
 
  

 

(    )تانُسثح انً          تاسرخذاو 
 

 ، َحصمفٍ انًعادنح اعلاِ  

      
.
 
 
[  |    |       *    +]/

     
.
 
 
  |    | 

 
 
     *    +/

 

 

      
(  |    |

 
  
 
 
     *    +)
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     |    |
 
   

.
 
 
     *    +/

 

 تاسرخذاو انرعشَف

        

 واخز انهىغاسَرى

       

  
 

 
    

 

 
  {   |    |

 
  
 
 
     {    }} 

 

         
 

 
  {   |    |

 
  
 
 
     {    }} 

 او 

         
 

 
  {   √    } 

 تُفس انطشَقح ) اخرثش َفسك ( َسرطُع اثثاخ اٌ

 

         
 

 
  {  |    |

 
  
 
 
     {    }} 

 او

         
 

 
  {  √    } 

 

 اٌ َثثد اٌالاٌ َحاول 

       
 

  
  (

   

   
) 
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(
        

  
)

(
        

 
)
 
 

 
(
        

        
) 

 

   (
        

        
) 

 

  (        )           

 َحصم    َضشب طشفٍ انًعادنح اعلاِ 

  (      )         

 َشذة انًعادنح اعلاِ

                 

 

                  

 

(    )           

 i تَضشب طشفٍ انًعادنح 

 (   )      (   ) 

 

     
   

   
 

 َأخز انهىغاسَرى نهطشفٍُ

      (
   

   
) 

 

  
 

  
  (

   

   
) 

         
 

  
  (

   

   
) 
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 يثال: اثثد اٌ

     ( )  
 

 
    (  √ ) 

 انحم:

       ( )  
 

 
  {   √    } 

 

     ( )  
 

 
  .   √    /  

 

 
  (   √  )  

 

 
  (    √ ) 

 

 
 

 
  [ (  √ )]  

 

 
[      (  √ )]    [      (  √ )] 

 

          (  √ )    .     
 

 
/     (  √ ) 

 

   .   
 

 
/     (  √ )  

 

 
    (  √ ) 

 

     ( )  
 

 
    (  √ ) 

 

 يثال: اثثد اٌ

       ( )  
 

 
    (  √ ) 

 انحم:

     ( )  
 

 
  .  √     / 

 

     ( )  
 

 
  (  √     )  

 

 
  (   √  )  

 

 
  ( (  √ ) ) 

 

 
 

 
[      (  √ )]           (  √ ) 
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   (  √           
 

 
)     (  √ ) 

 

   .     
 

 
/     (  √ )    .   

 

 
/     (  √ )  

 

 
    (  √ ) 

 

 يثال: اثثد اٌ

       (  )  
 

 
    

 

 
  

 انحم:

       
 

  
  (

   

   
) 

     (  )  
 

  
  (

    

    
)  

 

  
  (

  

  
)  

 

  
  ( 

 

 
) 

 
 

  
(  (

 

 
)    )  

 

  
(  ( )    ( )    )  

 

  
(    ( )    ) 

     (  )  
  

  
  ( )  

 

 
 
 

 
  ( )  

 

 
 

 

 

 :الاخشييٍ انذوال انًثهثُح انًعقذج انًعكىسح 

     ( )  
 

 
  (

  √    

 
 ) 

 

     ( )  
 

 
  (

  √    

 
 ) 

       
 

  
  (

   

   
) 
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 اندوال انزائديت انًعقدة انًعكوست -8

 كانتاني :انمعقدة  تيمكه تعريف معكوس اندوال انزائديت بدلانت اندانت انهوغاريتمي

 ، فأن            اذا كان

        
      

 
 

 وبانتاني:     افرض ان 

     
 

 
 

           

    (    )
 
     

 
 
  (    )     

 
 
[  |    |     (    )]

 

   |    |
 
  
 
 
   (    )

 

 

 اعلاي     مه انتعريف 

        (  |    |
 
  
 
 
   (    )) 

 وبانتاني:

            (  |    |
 
  
 
 
   (    )) 

 بانصيغت انتانيت:        او يكون 

            (  √    ) 

 

 وبىفش انطريقت ) اختبر وفضك ( وضتطيع ان وثبت بأن:

            (  |    |
 
  
 
 
   (    )) 
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 بانصيغت انتانيت:        او يكون 

            (  √    ) 

 

 الان وعمم عهي ايجاد:

          

        
     

     
 

      

 
      

 

 
      

      
 

  
     

     
 

 

    
   

   
 

 

  
 

 
  (

   

   
) 

 

          
 

 
  (

   

   
) 

 )       مثال: جد واتج
 

 
). 

 انحم:

 

        ( 
 

 
)    ( 

 

 
 √( 

 

 
)
 

  )    ( 
 

 
 √ 

 

 
)    ( 

 

 
  
√ 

 
) 

   √( 
 

 
)
 

 (
√ 

 
)

 

       ( √ ) 
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 جايعت انبصرة -كهيت انتربيت نهعهوو انصرفت  -قسى انفيزياء 

      ( 
 

 
)   

  

 
                            

)       مثال: جد واتج
√ 

 
). 

 انحم:

 

        (
√ 

 
)    (

√ 

 
 √(

√ 

 
)

 

  )    (
√ 

 
 √ 

 

 
)    (

√ 

 
  √

 

 
) 

   √(
√ 

 
)

 

 (√
 

 
)

 

       ( ) 

      
√ 

 
  

 

 
                 

 

 

 .(    )       مثال: جد واتج

 انحم:

        (    )  
 

 
  (

      

      
)  

 

 
  (    )  

 

 
     

 

 
  

 

 انمعقدة انمعكوصت الاخرى هي انزائديتمه اندوال 

            (
  √    

 
) 

            (
  √    

 
) 

          
 

 
  (

   

   
) 
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ثالثالفصل ال  

ريواى-وهعادلاث كوشي العقديت لدوالاتفاضل   

 

 فٙ فاضمنهخ تٔقابه يعشفت     كاَج  إرا   انًجال فٙ ححهٛهٛت حكٌٕ       انذانت أٌ ٚقال الدوال التحليليت:

 .   جٕاس فٙ تححهٛهٛ      إرا   فٙ      َقطت عُذ ححهٛهٛت     انذانت أٌ ٔٚقال.   َقاط جًٛع

 

 التفاضل: 

 باسخخذاو انخعشٚف ْٕ:   عُذ      بانًسخٕ٘ انعقذ٘، فأٌ حفاضم    يعشفت عُذ انعذد      نخكٍ 

 ́        
    

(
              

  
) 

عُذيا ٚكٌٕ حفاضم انذانت    بآَا قابهت نهخفاضم عُذ      بششط اٌ حكٌٕ ْزِ انغاٚت يٕجٕدة. ٔٚقال نهذانت 

 يٕجٕد.   عُذ 

 ْٔم ْٙ دانت يعشفت ٔقابهت نهخفاضم.        يثال: جذ حفاضم انذانت 

 انحم:

 ́       
    

(
            

  
)     

    
(
          

  
) 

 

    
    

(
                

  
) 

 

    
    

(
          

  
)     

    
           

 

 دانت يعشفت بانًسخٕ٘ انًعقذ كهّ ٔقابهت نهخفاضم فٙ جًٛع َقاطّ.        الدالة 
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 ْٔم ْٙ دانت يعشفت ٔقابهت نهخفاضم.           جذ حفاضم انذانت  يثال:

 انحم:

 ́       
    

(
            

  
)     

    
(
                     

  
) 

 

    
    

(
                          

  
) 

 

    
    

(
              

  
)     

    
          

 

 ́         

 دانت يعشفت بانًسخٕ٘ انًعقذ كهّ ٔقابهت نهخفاضم فٙ جًٛع َقاطّ.           الدالة 

 

 . نقطة من نقاط  يلأ غٌر قابلة للتفاضل           مثال: اثبت ان الدالة 

 نقطة فً المستوي المعقد.   الحل: نفرض ان 

 ́       
    

(
            

  
)     

    
(
                     

      
) 

 ́       
    

(
       

      
) 

، وعندئذ   على طول الخط الموازي الى المحور      ، لو فرضنا ان ادناه الان، وكما فً الشكل 

 وبالتالً:      و      

 ́       
    

(
  

  
)                                 
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،   على طول الخط الموازي الى المحور      ان ادناه، لو فرضنا وكما فً الشكل  من جهة اخرى،

 وبالتالً:       و      وعندئذ 

 ́       
    

(
    

   
)                           

 

غٌر قابلة            الدالة يخخهفت، ٔبانخانٙ َسخخهص بأٌ  2ٔ  1اٌ انقٛى فٙ انًعادنت فيًا سبق 

 . نقطة من نقاط عند اي  للتفاضل

 

 ْٔم ْٙ دانت يعشفت ٔقابهت نهخفاضم. ̅      جذ حفاضم انذانت  يثال:

 انحم:

 ́       
    

(
            

  
)     

    
(
    ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅   ̅

  
) 

 

    
    

(
  ̅̅ ̅

  
)     

    
(
      

      
) 

      و      ، وعندئذ   على طول الخط الموازي الى المحور      الان، لو فرضنا ان 

 وبالتالً:

 ́       
    

(
  

  
)                                 
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و      ، وعندئذ   على طول الخط الموازي الى المحور      ان لو فرضنا  من جهة اخرى،

 وبالتالً:       

 ́       
    

(
    

   
)                           

يٍ انصفش، ٔبانخانٙ    انز٘ ٚقخشب فّٛ  طشٚقحعخًذ عهٗ انٔيخخهفت  4ٔ  3اٌ انقٛى فٙ انًعادنت فيًا سبق 

̅      الدالة َسخخهص بأٌ  وانها دالة غٌر   نقطة من نقاط  عند أي غٌر قابلة للتفاضل      

 تحلٌلٌة فً اي مكان.

 

 ْٔم ْٙ دانت يعشفت ٔقابهت نهخفاضم.  | |     جذ حفاضم انذانت  يثال:

 انحم:

 ́       
    

(
            

  
)     

    
(
|    |  | | 

  
) 

    
    

(
           ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅    ̅

  
)     

    
( ̅    ̅̅ ̅   

  ̅̅ ̅

  
) 

      و      ، وعندئذ   على طول الخط الموازي الى المحور      الان، لو فرضنا ان 

 وبالتالً:

 ́     ̅                           

و      ، وعندئذ   على طول الخط الموازي الى المحور      ان لو فرضنا  من جهة اخرى،

 وبالتالً:       

 ́     ̅                           

        | |     الدالة يخخهفت، ٔبانخانٙ َسخخهص بأٌ  6ٔ  5اٌ انقٛى فٙ انًعادنت فيًا سبق 

 . نقطة من نقاط  عند اي غٌر قابلة للتفاضل

 باسخخذاو انخعشٚف، أجذ يشخقت انذانت: تواريي:

 .    عُذ َقطت              -1

2-      
   

   
 حكٌٕ انذانت غٛش ححهٛهٛت:، حذد اٍٚ 

بشٍْ اٌ  -3
 

  
 غٛش يٕجٕدة فٙ ا٘ يكاٌ. ̅        
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 قواعد التفاضل

فأن قواعد التفاضل للدوال المعقدة التالٌة ) مطابقة   دوال تحلٌلٌة فً      و      و      اذا كانت 

 لقوانٌن تفاضل الدوال الحقٌقٌة ( تتحقق:

1- 
 

  
{         }  

 

  
     

 

  
      ́     ́    

 

2- 
 

  
{         }  

 

  
     

 

  
      ́     ́    

 

3- 
 

  
{     }   

 

  
       ́                                         

 

4- 
 

  
{        }      

 

  
         

 

  
          ́         ́    

 

 

5- 
 

  
{
    

    
}  

    
 

  
         

 

  
    

{    } 
 

     ́         ́   

{    } 
                      

 

6- If         , where          

 

  

  
 

  

  

  

  
  ́   

  

  
  ́       ́    

 

7- If         , where          and        

 

  

  
 

  

  

  

  

  

  
 

.(دوال الدوال)بقواعد تسلسل التفاضل  7و  6تسمى العلاقات   

 

8- If        

 لذلك فأن                

         

 

وبالتالً فأن كل من 
  

  
و  

  

  
 تحقق  
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9- If             and                 ,where t   parameter 

 فأن

 

  

  
 

  
  
  
  

 
 ́   

 ́   
 

 

10- 
 

  
                                     

 ًخشافق انًعقذ،  اننقٕٖ  اانعلاقت اعلاِ، لا ًٚكٍ حطبٛقٓ

11- 
 

  
[    ]   [    ]     ́                               

 

 يثال: اسخخذو قٕاعذ انخفاضم لإٚجاد حفاضم انذٔال انًعقذة انخانٛت:

1-                       ́                   

 

2-      
  

    
      ́    

                

       
 

      

       
    

 

3-                                  

 

4-      (
   

   
)  

 

  
(
   

   
)  

                  

      
 

 

      
 

 

)     انذانت
   

   
حٛث اٌ حفاضم انذانت غٛش يٕجٕد ٔانذانت غٛش     يا عذا   دانت ححهٛهٛت نكم قٛى (

 فخسًٗ انُقطت انشارة.    ححهٛهٛت. ايا انُقطت 
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 يثال: باسخخذاو قاعذة قسًت دانخٍٛ اثبج اٌ:

 

  
           

 انحم:

 

  
     

 

  
(
    

    
)  

    
 
  

         
 
  

    

       
 

 
                      

       
 

           

     
 

 

     
       

 يثال: بشٍْ اٌ

 

  
       

 ́   

    
 

 انحم:

       ٔاٌ       نُفشض اٌ 

  

  
 

  

  

  

  
 

 

 

  

  
 

 

    
 ́                                      ́      

  

 يثال: بشٍْ اٌ 

 
 

  
        

 

    
 

 انحم:

 

  
        

 

  
{
 

 
  

   

   
}  
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 يثال: باسخخذاو قٕاعذ انخفاضم، جذ

                 

 انحم:

 

  
             {          } {

 

  
          } 

 

  {          }{              } 

 

 

  
                                   

 

 حفاضم حاصم ضشب انذانخٍٛ: باسخخذاو قٕاعذ انخفاضم، جذيثال: 

             

 انحم:

 

  
                

 

  
                                

 

  {
 

         
}
 

  
                                    

 

  
            

 

    
 

 

  {
 

         
}
 

 
             

 

 

  
               {

 

         
}              

 

 باسخخذاو قٕاعذ انخفاضم ٔدٔال انقٕٖ انًعقذة، جذحًشٍٚ: 
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 باسخخذاو قٕاعذ انخفاضم، جذحًشٍٚ: 

     {            }   

 

  انعلاقاث انخاصت بخفاضم انذٔال انًعقذة انبسٛطت
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 Cauchy-Riemann EquationsCauchy -Riemann equations ريواى –هعادلاث كوشي 

 قاتهح      انذانح ذكىٌ عُذيا   انُقطح عُذ ذحهُهُح ذكىٌ   ًعقذان ًرغُشهن      ذانحان أٌ سأَُا ،يًا سثق

 حانذان لأٌ يا َقطح فٍ انرفاضم يدشد يٍ أكثش طهةرانً هزا.   خىاس فٍ َقطح كم وفٍ   عُذ فاضمنهر

 .آخش يكاٌ أٌ فٍ فاضمنهر قاتهح ذكىٌ أٌ ًَكٍ لا ونكٍ   انُقطح عُذ فاضمنهر قاتهح ذكىٌ أٌ ًَكٍ انًعقذج

 شَطىنقذ ذى ذ .  انُقاط خًُع فٍ فاضمنهر قاتهح      انذانح كاَد إرا  يدال فٍ ذحهُهُح      ذانحان ذكىٌ

 اندضئٍ انرفاضم قىو عهًَ                     ًعقذجان حانذان ُحذحهُهنرقصٍ  اخرثاساً اخشاً 

 .  و   وانخُانُح انحقُقُح الأخضائه

ذحقق  أٌ فُدة ،  انُقطح عُذ فاضمنهر قاتهح                     ذانحان كاَد إرا أَه َشي

 .الأونً انذسخح يٍ دضئُحان انرفاضلاخ ًعادلاخان يٍ صوج   و   انذانراٌ

ذكىٌ   عُذها فٍ انُقطح .        عُذ فاضمنهر قاتهح                    نُفرشض اٌ 

 انرانُح: سًَاٌ  –كىشٍ  ٍوذحقق يعادنريىخىدج    و  انرفاضلاخ يٍ انشذثح الاونً نكم يٍ 

  

  
 

  

  
 

  

  
  

  

  
 

 كانرانٍ:     ًَكٍ كراتح ذفاضم  كاسذُضَحكىشٍ سًَاٌ تانصُغح ان يٍ يعادنرٍ

 ́    
  

  
  

  

  
 

  

  
  

  

  
 

 . ذحهُهُح نكم قُى      ذانح ان، حُث اٌ           ذانح هكىشٍ سًَاٌ ن ٍريثال: حقق يعادن

 انحم:

 تانشكم انرانٍ: ذكرة   و  تذلانح       اٌ 

                      

 وتانرانٍ فأٌ

               

             

   و  يٍ انشذثح الاونً نكم يٍ  اندضئُحانرفاضلاخ 
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 ايا

  

  
     

  

  
    

  

  
  

  

  
 

 ادنرٍيٍ يعقذ ذحققد.  سًَاٌ كىشٍ يعادنرٍ أٌ َشي انًعقذ، انًسرىي فٍ       َقطح لأٌ تانُسثحنزنك 

 كانرانٍ:     ًَكٍ كراتح ذفاضم  كىشٍ سًَاٌ

 ́    
  

  
  

  

  
 

  

  
  

  

  
 

 ́                      

 ́         

 Criterion for Non-analyticityيت  تحليلال عدم هعيار

ذكىٌ            انذانح فإٌ ،  انًدال فٍ   يٍ َقطح كم فٍ سًَاٌ -كىشٍ يعادنرا قذرحق نى إرا

 . غُش ذحهُهُح فٍ 

 .  يٍ َقطح كمدانح غُش ذحهُهُح فٍ                     يثال: اثثد اٌ انذانح انًعقذج 

 انحم:

             

            

   و  انرفاضلاخ اندضئُح يٍ انشذثح الاونً نكم يٍ 
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 ايا

  

  
   

  

  
    

  

  
  

  

  
 

اٌ ، نزنك َسرُرح تأٌ انذانح غُش ذحهُهُح فٍ     ذرحقق فقظ ارا كاَد  سًَاٌ كىشٍ يعادلاخ أٌ َشي

 . َقطح يٍ 

 A Sufficient Condition for Analyticityلتحليل ا كافيت

 دانح                    فًُا ارا كاَد انذانح  سًَاٌ كىشٍ يعادنرا نُا ذضًٍ لا ، راذها حذت

 ذكىٌ لا قذ رنك ويع z عُذ سًَاٌ -كىشٍ يعادلاخ ذرحقق أٌ انًًكٍ يٍ.        انُقطح عُذذحهُهُح 

 ششط َضُف عُذيا ،  عُذ ذحهُهُح دنُس      فإٌ انحانرٍُ، كهرا فٍ .  عُذ فاضمنهر قاتهح     

 الأستعح اندضئُح انًشرقاخ وإنً  و   إنً الاسرًشاسَح
  

  
 و 

  

  
 و 

  

  
و 

  

  
 يعادلاخ أٌ إظهاس ًَكٍ ،

 عُذ                     ذحهُم نضًاٌ كافُح أَضًا ونكُها فقظ ضشوسَح نُسد سًَاٌ -كىشٍ

 . 

 التحليليت هعيار

 يسرًشج الأونً انذسخح يٍ خضئُح يشرقاخ ونذَهًا ويسرًشج حقُقُح       و       انذوال أٌ افرشض

 انًعقذج انذانح فإٌ ،  َقاط خًُع فٍ سًَاٌ -كىشٍ يعادلاخ  و   حققد إرا.   انًدال فٍ

 .  فٍ ذحهُهُح                     
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     يثال: تانُسثح نهذانح 
 

     
  

 

     
       ، انذوال 

 

     
        و  

 

     
 

انرفاضلاخ اندضئُح يٍ انشذثح  ،. اكثش يٍ رنك   اٌ عُذ         دوال يسرًشج يا عذا انُقطح 

    اٌ عُذ          يا عذا انُقطح الاونً ذكىٌ يسرًشج

  

  
 

     

        
 

  

  
 

  

  
  

   

        
  

  

  
  

 .    انُقطح  عهً َحرىٌ لا   يدال أٌ فٍ ذحهُهُح      أٌ َسرُرح وهكزا

 

 .        نذانح ا ، خذ ذفاضمسًَاٌ –كىشٍ  يعادنرٍ تاسرخذاو: يثال

 انحم:

                    |    |             

            
 

 
                (

 

 
) 

 وتانرانٍ

  
 

 
          

       (
 

 
) 

 سًَاٌ وتاسرخذاو قىاعذ انرفاضم َحصم: –تاسرخذاو ذفاضلاخ كىشٍ 

  

  
 

 

       
 

  

  
 

(
 
 
)

  (
 
 
)
  

 

       
 

  

  
 

  

  
 



 (2الوحاضرة  ) -لثلثاالفصل ا -الدوال الوعقدة
 

 90 

 جاهعت البصرة -كليت التربيت للعلوم الصرفت  -قسن الفيزياء 

  

  
 

 

       
 

  

  
 

 (
 
  )

  (
 
 
)
   

 

       
 

  

  
  

  

  
 

 كانرانٍ:     ًَكٍ كراتح ذفاضم  كىشٍ سًَاٌ ادنرٍيٍ يع سًَاٌ. –كىشٍ  انرانٍ ذحققد يعادنراوت

 ́    
  

  
  

  

  
 

  

  
  

  

  
 

 ́    
 

       
  

 

       
 

 

       
  

 

       
 

 ́    
    

       
 

    

       
 

 

 
 

 ريواى –الصيغت القطبيت لوعادلاث كوشي 

 انصُغح ، انىاقع فٍ. انقطثُح الإحذاثُاخ تذلانح ًعقذجان حانذان عٍ انرعثُش ًَكٍ

                    

 سًَاٌ كىشٍ يعادلاخ ذصثح انقطثُح الإحذاثُاخ فٍ. نلاسرخذاو ًحيلائ أكثشكىٌ غانثا يا ذوهٍ 

  

  
 

 

 

  

  
 

  

  
  

 

 

  

  
 

 كانرانٍ:     كىشٍ سًَاٌ تانصُغح انقطثُح ًَكٍ كراتح ذفاضم  يٍ يعادنرٍ

 ́        (
  

  
  

  

  
)  

    

 
(
  

  
  

  

  
) 
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 يثال: ارا كاٌ نذَُا

                    

 سًَاٌ تذلانح الاحذاثُاخ انقطثُح تانشكم انرانٍ: –تشهٍ اَه ًَكٍ كراتح يعادلاخ كىشٍ 

  

  
 

 

 

  

  
 

  

  
  

 

 

  

  
 

 انحم:

يٍ انفصم الاول عشفُا اٌ اندضء انحقُقٍ وانخُانٍ نهعذد انًعقذ َكرة تذلانح الاحذاثُاخ انقطثُح تانشكم 

 انرانٍ:

        

        

 ًَكٍ اَدادها يٍ خلال انصُغ انرانُح:  و   واٌ كم يٍ 

  √      

 

       (
 

 
) 

انرفاضم اندضئٍ 
  

  
  

  

  
 

  

  

  

  
 

  

  

  

  
 

  

  
 

  

  

 

    
 

 

 

  

  

 

    
                      

انرفاضم اندضئٍ 
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انرفاضم اندضئٍ 
  

  
  

  

  
 

  

  

 

    
 

 

 

  

  

 

    
                       

انرفاضم اندضئٍ 
  

  
 

  

  
 

  

  

 

    
 

 

 

  

  

 

    
                      

يٍ يعادنح كىشٍ سًَاٌ الاونً 
  

  
 

  

  
    و     وتاسرخذاو  

  

  

 

    
 

 

 

  

  

 

    
 

  

  

 

    
 

 

 

  

  

 

    
                              

 نثاَُحيٍ يعادنح كىشٍ سًَاٌ ا
  

  
  

  

  
    و     وتاسرخذاو  

  

  

 

    
 

 

 

  

  

 

    
 

  

  

 

    
 

 

 

  

  

 

    
                              

 : واندًع َحصم عهً      ت     انًعادنح وضشب       ت     انًعادنح تضشب

  

  
 

 

 

  

  
 

 : واندًع َحصم عهً      ت    انًعادنح وضشب        ت     انًعادنح تضشب

  

  
  

 

 

  

  
 

     كىشٍ سًَاٌ تانصُغح انقطثُح نهذانح  يثال: حقق يعادنرٍ
 

 
. 

 انحم:

 انقطثُح نهذانح ذعطًاِسُح وانصُغح 

     
 

 
 

 

    
 

    

 
  

    

 
 

 وتانرانٍ
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 وتانرانٍ

  

  
 

 

 

  

  
 

 تانُسثح انً

  

  
 

    

  
 

  

  
  

    

 
 

 ارٌ

  

  
  

 

 

  

  
 

 سًَاٌ تانصُغح انقطثُح.  –رحقق يعادنرا كىشٍ ذوتانرانٍ 

 كانرانٍ:     كىشٍ سًَاٌ تانصُغح انقطثُح ًَكٍ كراتح ذفاضم  يٍ يعادنرٍ

 ́        (
  

  
  

  

  
)  

    

 
(
  

  
  

  

  
) 

 ́        ( 
    

  
  

    

  
)  

    

 
( 

    

 
  

    

 
) 

 ́     
    

  
              

    

  
             

 ́     
    

  
(    )   

    

  
(    )   

 

  
 

 



 (3الوحاضرة  ) -لثلثاالفصل ا -الدوال الوعقدة
 

 94 

 جاهعت البصرة -كليت الخربيت للعلوم الصرفت  -قسن الفيزياء 

 الدوال النظاهيت

  ٔػُذ كم َمطح يٍ    ػُذ  ارا كاٌ ذفاضهٓا يٕجٕد   تأَٓا َظايٛح ػُذ      ٚمال نذانح انًرغٛش انؼمذ٘ 

 . ارا كاَد َظايٛح ػُذ كم َماط   َظايٛح فٙ      ٚمال اٌ  ٔا.   نؼذد اذمغ فٙ جٕاس 

 ايثهح:

 َظايٛح فٙ انًضرٕ٘ انؼمذ٘ كهّ.         

 نٛضد َظايٛح، لأَٓا غٛش لاتهح نلاشرماق. ̅       

 ؟؟؟؟. | |     يارا تانُضثح انٗ 

جٕاس ذكٌٕ فّٛ انذانح   ، فُٛثغٙ اٌ ٕٚجذ دٕل كم َمطح فٙ  دانح َظايٛح فٙ انًُطمح      ارا كاَد 

 َمطح داخهٛح فٙ انًُطمح. ٔػُذئز ذكٌٕ انذانح انُظايٛح يؼشفح فٙ ْزِ انًُطمح.  شفح. ْٔزا ٚؼُٙ اٌ ذكٌٕ يؼ

 ٚمال اٌ انذانح انُظايٛح كهٛح ارا كاَد َظايٛح ػُذ كم َمطح تانًضرٕ٘ انؼمذ٘ كهّ. 

 

  Harmonic functionsالدوال الخوافقيت

 يشرماخ نذٚٓى   ٔ   ٔأٌ.   يجال فٙ ذذهٛهٛح                     انًؼمذج حانذان أٌ افرشض

 كم فٙ ذرذمك سًٚاٌ –كٕشٙ  يؼادلاخ فإٌ ،حذذهٛهٛ      أٌ تًا .  فٙ انثاَٛح انذسجح يٍ يضرًشج جزئٛح

 َذصم،  ٔ انثاَٛح تانُضثح انٗ   انًؼادنح الأنٗ تانُضثح انٗ  سًٚاٌ، –كٕشٙ يؼادنرٙفارا فاضهُا .   َمطح

   

   
 

   

    
 

   

   
  

   

    
 

 تجًغ انًؼادنرٍٛ َذصم

         
   

   
 

   

   
                                                         

انًؼادنح  سًٚاٌ، –كٕشٙ يؼادنرٙايا ارا فاضهُا  .ذٕافمٛحدانح         أٌ ذلٚ ٓزاارا ذذممد انًؼادنح اػلاِ، ف

 ، َذصم انثاَٛح تانُضثح انٗ ٔ  الأنٗ تانُضثح انٗ 
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 تطشح انًؼادنرٍٛ، َذصم

         
   

   
 

   

   
                                                        

يؼادلاخ      ٔ      ذضًٗ انًؼادلاخ  .ذٕافمٛحدانح         أٌ ذلٚ ٓزااػلاِ، فارا ذذممد انًؼادنح 

 .بثابج لا بلاس   ،ٔٚضًٗ  سلاتلا

 

 الدوال الخوافقيت الوخرافقت 

 أجزائٓا فإٌ ، انًجال فٙ ذذهٛهٛح                       دانح كاَد إرا أَّ نهرٕ أٔضذُا نمذ

.   فٙ ذٕافمٛح دمٛمٛح دانح ْٙ         نُفرشض اٌٜ.   فٙ تانضشٔسج ذٕافمٛح  ٔ   ٔانخٛانٛح انذمٛمٛح

 سًٚاٌ -كٕشٙ يؼادلاخ ٌذمماٚ  ٔ   تذٛث         أخشٖ دمٛمٛح ذٕافمٛح حدان ٚجادا انًًكٍ يٍ كاٌ إرا

 يثم انذالاخ تٍٛ انجًغ خلال يٍ.         نـ ذٕافمٛح يرشافمح         انذانح ذضًٗ ،  انًجال فٙ

 . فٙ ذذهٛهٛح دانح ػهٗ َذصم                    

 دمك انًطانة انرانٛح:،                 يثال: نذٚك انذانح 

 ْٙ دانح ذٕافمٛح فٙ كايم انًضرٕ٘ انًؼمذ.اٌ انذانح  اثثد( 1)

  .      نهذانح          ( جذ انذانح انرٕافمٛح انًرشافمح2)

 انذم:

تانُضثح انٗ   ذذمك يؼادنح لا تلاس. انًشرمح انجزئٛح الأنٗ نهذانح        الاٌ َذأل اٌ َثثد اٌ  ألاً:

 . 

  

  
                                                        

 . تانُضثح انٗ   انًشرمح انجزئٛح انثاَٛح نهذانح 

   

   
    

 . تانُضثح انٗ   انًشرمح انجزئٛح الأنٗ نهذانح 
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 . تانُضثح انٗ   انًشرمح انجزئٛح انثاَٛح نهذانح 

   

   
     

  ٔتانرانٙ

   

   
 

   

   
         

 .ٔتانرانٙ فٓٙ دانح ذٕافمٛح دممد يؼادنح لا تلاس  َلادظ تاٌ انذانح 

نذانح انرٕافمٛح . اٌ يٍ خصائص ا      نهذانح         انذانح انرٕافمٛح انًرشافمحَذأل اٚجاد ثاَٛاً: 

 .سًٚاٌ –كٕشٙ انذانح ذذمك يؼادنرٙ انًرشافمح ْٙ اٌ

  

  
 

  

  
 

  

  
  

  

  
 

 فأٌ       ٔ        تاصرخذاو 

  

  
                                                       

  

  
                                                                

  تانُضثح انٗ       انركايم انجزئٙ نهًؼادنح 

                                                  

 .  تانُضثح انٗ      ، َأخز انًشرمح انجزئٛح نهًؼادنح      لاصرخشاج لًٛح 

  

  
      ́                                                      

 ، ٔيٍ رنك َذصم:     فٙ انًؼادنح       َؼٕض انًؼادنح 

 ́                                                                         
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 َذصم   تانُضثح انٗ      َكايم انًؼادنح 

          

 ذأخز انصٛغح انرانٛح:      فٙ انًؼادنح   ثاتد دمٛمٙ. نزنك فأٌ انذانح انرٕافمٛح انًشافمح نهذانح   دٛث 

                                               

      نح لا تلاسيؼادذذمك ذٕافمٛح يٍ خلال  دانح  الاٌ َذأل اٌ َثثد تأٌ 

   

   
     

 

   

   
    

 ٔتانرانٙ

   

   
 

   

   
   

 .ٔتانرانٙ فٓٙ دانح ذٕافمٛح ذذمك يؼادنح لا تلاس   انذانح ارٌ

 

دانح                    دٛث اٌ،                    يثال: ارا كاٌ نذُٚا انذانح 

 :انًطانة انرانٛحدمٛمٛح. دمك 

 دانح ذٕافمٛح.       اثثد اٌ انذانح  -1

 .       انرٕافمٛح انًرشافمح جذ انذانح -2

 ذؼطٗ تانشكم انرانٙ:  تذلانح      أثثد اٌ انذانح انرذهٛهٛح  ،    ٔ     ػُذ  -3

               

 .ْٕ ثاتد انركايم  دٛث اٌ 

 انذم:

  . انًشرمح انجزئٛح الأنٗ نهذانح      ذذمك يؼادنح لا تلاس       الاٌ َذأل اٌ َثثد اٌ  ألاً:

 . تانُضثح انٗ 
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 . تانُضثح انٗ   انًشرمح انجزئٛح انثاَٛح نهذانح 

   

   
  

        

        
 

 . تانُضثح انٗ   انًشرمح انجزئٛح الأنٗ نهذانح 

  

  
 

  

     
                                                  

 . تانُضثح انٗ   انًشرمح انجزئٛح انثاَٛح نهذانح 

   

   
 

        

        
 

   

   
 

   

   
  

        

        
 

        

        
   

 .ٔتانرانٙ فأَٓا دانح ذٕافمٛح دممد يؼادنح لا تلاس  َلادظ تاٌ انذانح 

. اٌ     يٍ خلال ذذمٛك يؼادنح لا تلاس        نهذانح         انذانح انرٕافمٛح انًرشافمحَذأل اٚجاد 

 .سًٚاٌ –كٕشٙ ذذمك يؼادنرٙ ٓاْٙ اَ      يٍ خصائص انذانح انرٕافمٛح انًرشافمح 

  

  
 

  

  
 

  

  
  

  

  
 

 فأٌ       ٔ        تاصرخذاو 

  

  
 

  

     
                                                        

  

  
  

  

     
                                                         

  تانُضثح انٗ      انركايم انجزئٙ نهًؼادنح 

             (
 

 
)                                      

 . تانُضثح انٗ      ، َأخز انًشرمح انجزئٛح نهًؼادنح     صرخشاج لًٛح لا
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  ́                                              

 ، ٔيٍ رنك َذصم:     فٙ انًؼادنح       َؼٕض انًؼادنح 

 ́                                                                         

 َذصم      َكايم انًؼادنح 

       

 ذأخز انصٛغح انرانٛح:      فٙ انًؼادنح   ثاتد دمٛمٙ. نزنك فأٌ انذانح انرٕافمٛح انًشافمح نهذانح   دٛث 

             (
 

 
)                               

 نح لا تلاسيؼادذذمك ذٕافمٛح يٍ خلال   الاٌ َذأل اٌ َثثد تأٌ انذانح 

   

   
  

   

        
 

 

   

   
 

   

        
 

 

   

   
 

   

   
   

 .فٓٙ دانح ذٕافمٛح لا تلاس يؼادنحذذمك   ٔتانرانٙ فأٌ 

    ٔ     ، ػُذ               َذأل اٌ َجذ  

               

 تمارين

 ٔال انرانٛحنذٚك انذ

1.                 

2.                

3.                    

4.               
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5.                          

 دمك انًطانة انرانٛح:

 .دانح ذٕافمٛح       اٌ انذانح )أ( اثثد 

 انرٕافمٛح انًرشافمح.       انذانح )ب( جذ 

     )ج( جذ انذانح انرذهٛهٛح 

 النقاط الونفردة

ٔنكٍ ذٕجذ نٓا يشرمح    ْٙ انُماط انرٙ نٛش نهذانح فٛٓا يشرمح، فارا نى ذكٍ نذانح َظايٛح أ ذذهٛهٛح يشرمح فٙ 

 .َمطح يُفشدج   فٙ َماط اخشٖ، ذضًٗ تزنك 

 يثال: نذُٚا انذانح

     
 

   
 

 َفاضم انذانح

 ́     
 

      
 

 ذصثخ انذانح غٛش يؼشفح، دٛث ذًثم َمطح يُفشدج ٔدٛذج.      انذانح َظايٛح أ ذذهٛهٛح ياػذا

 الاقطاب

 ارا كاَد نذُٚا انذانح 

     
    

      
 
 

كٌٕ ذ ،ػذد صذٛخ يٕجة  . ارا كاٌ     ذضى نًُطمح  .دانح ذذهٛهٛح ػُذ جًٛغ انُماط     دٛث ذًثم 

فأٌ     . فارا كاَد  يٍ انشذثح  "لطة" ْزِ انُمطح ، ذضًٗ    ػُذ      َمطح يُفشدج نهذانح 

 ْٔكزا. انمطة انًزدٔجتفأَّ ٚضًٗ     انمطة ػادج يا ٚضًٗ تانمطة انثضٛظ، ايا ارا كاَد 

 : نذٚك انذانحيثال

     
 

           
 

 نهذانح َمطراٌ يُفشدذاٌ ًْا
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 .    لطة تضٛظ  -1

 .   لطة يزدٔج  -2

 تذٛث  اٚضا نؼذد صذٛخ أ تطشٚمح اخشٖ 

   
    

(      
     )      

فأٌ انمطة ػادج يا ٚضًٗ تانمطة انثضٛظ، ايا ارا     . فارا كاَد  ٚضًٗ لطثاً يٍ انشذثح      فأٌ 

 فأَّ ٚضًٗ تانمطة انًزدٔج ْٔكزا.    كاَد 

 : نذٚك انذانحيثال

     
 

           
 

 انذم:

    ػُذ انُمطح انًفشدج 

   
   

(      
 

           
)  

 

 
   

ً لطثذًثم     ارٌ انُمطح   ً يزدٔج ا  .   نهذانح يٍ انشذثح  ا

     ػُذ انُمطح انًفشدج 

   
    

(     
 

           
)  

  

  
   

ً لطثذًثم      ارٌ انُمطح   ً تضٛط ا  .   نهذانح يٍ انشذثح  ا

 نقاط الخفرعاث

 يُفشدج َماط فشػٛح انًرؼذدج انمٛىنهذٔال 

 .   نٓا َمطح ذفشع               يثال: 

 .    ٔ     نٓا َمطرا ذفشع                 يثال:
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 رفعالنقاط الونفردة القابلت لل

  ارا كاَد غاٚح انذانح ذضًٗ َمطح يُفشدج لاتهح نهشفغ     نهذانح    انُمطح انًُفشدج 

   
    

     

 يٕجٕدج.

     ْٙ َمطح يُفشدج لاتهح نهشفغ نهذانح     يثال: انُمطح 
    

 
 ، ٔرنك لاٌ

   
   

    

 
   

 .يٕجٕدج

 

 النقاط الونفردة الاساسيت 

 لطثاً ٔلا َمطح ذفشع أ لاتهح نهشفغ ذضًٗ َمطح يُفشدج اصاصٛح. نٛضد انُمطح انًُفشدج انرٙ

 يثال: انذانح

      
 

    

 .   نٓا َمطح يُفشدج اصاصٛح ْٙ 

 هلاحظت:

اصاصٛح ٔادٛاَاً غٛش  ذكٌٕ ارا كاَد انذانح ادادٚح انمًٛح ٔنٓا َماط يُفشدج ذذػٗ تالألطاب أ َماط يُفشدج لذ

 يٍ خلال: ِٚرى ذذذٚذ، فأٌ رنك اصاصٛح

 ارا كاٌ نقاط هنفردة غير اساسيت -1

   
    

(      
     )      

     ارا كاٌنقاط هنفردة اساسيت  -2      

   
    

(      
     )      

 : جذ ٔدذد َٕع انُماط انًُفشدج نهذانح:حورين
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 زابعانفصم ان

ونظزيت كوشي ةعقدًان ندوالاحكايم   

(1انًحاضزة )  

 

  Complex integralانخكايم انًعقد

 انخطً ، فأٌ انخكايم((1)انشكم اَظش) يحذٔد انطٕل  ًُحًُاندانت يسخًشة عُذ كم َقاط      نخكٍ انذانت 

نهذانت انًحذد  انخطً انخكايم أ  عهى يساس انًُحًُ     نهذانت انًعقذة  غٍش انًحذد )فً يخغٍش ٔاحذ(

 ٌعطى بانعلاقت:  عهى انًُحًُ  انى  يٍ     انًعقذة 

∫       

 

                  ∫                 

 

 

                                                                      

 َاحح انخكايم.  حٍث 

 

                                                                                                

 (1) انشكم

 

 

ححهٍهٍت عُذ كم       ارا كاَج ّ. لاحظ اَ انًُحًُفً يثم انحانت اعلاِ، ٌقال اٌ انذانت قابهت نهخكايم عهى 

 .  حكٌٕ قابهت نهخكايم عهى انًُحًُ     ، فأٌ  ٌقع فً  ٔارا كاٌ  ًُطقت انَقاط 
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∫حساب انخكايم : 1يثال    
 

 
 ٌكٌٕ: 

∫   

 

 

 [
 

 
  ]

 

 

 
 

 
{         }     

∫حساب انخكايم  :2يثال     
 

 
 ٌكٌٕ: 

∫    

 

 

 [
 

 
  ]

 

 

  
 

 
      

∫حساب انخكايم  :3يثال       
 

 
 ٌكٌٕ:   

∫      

 

 

    
 

 
 

 

 
 

ٔاٌ                 ، بحٍث   ذٌت يسخًشة ٔيعشفت فً انًُطقتقعدانت      نٕ كاَج 

.      ٔيسخًشة عُذ  ةيٕخٕد    ́      ́     ́ كٌٕ حٔ  حقع كهٍا فً     ٔ      

 ٌكٌٕ انخكايم:ٔبانخانً 

∫       

 

 ∫    
  

  

 

 

                                                                                                                 

 

∫: خذ قًٍت انخكايم 4يثال     
 

 .     ٔاٌ            انًعطى فً   عهى ايخذاد انًساس 

 انحم:

 ، فً انخكايم            ٔ              َعٕض عٍ

∫     

 

 ∫(     )
 
       

 

 

   

 انخكايم: داخمنُبسظ انكًٍت 

(     )
 
                            

 ٔبانخانً:
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∫     

 

 ∫        

 

 

    ∫         

 

 

   [
  

 
   ]

 

 

  [   
  

 
]
 

 

 
 

 
      

 

 

، ًٌكٍ انخعبٍش عُٓا        ، فأٌ انًعادنت                         ارا كاَج ايا 

 بذلانت انخكايلاث انخطٍت نهذٔال انحقٍقٍت:

 

∫       
 

 ∫               
 

                                                                . 

 

 خانً:ـانك خٍانٍتانٔ حقٍقٍتان خضا الأ إنى       فً انًعادنت  انخكايم فصم ًٌكٍ

∫       

 

 ∫         

 

   ∫         

 

                                                                     

 

∫انًعقذ  انخكايم خذ،          ٔ         ارا عهًج بأٌ : 5يثال    
 

نهًساساث  

 (:2) انشكمانًٕضحت فً 

 

 

 (2) انشكم
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 انحم: 

 فإٌ ،  انًٕاصي نهًحٕس  انًحذد انًساس طٕل عهى       تثابخ   قًٍت لأٌ َظشًا ،  بانُسبت نهًساس

ً .     ٔ      أٌ ٌعًُ يًا ،        .     حفاضم انثابج فإٌ ، ثابخت   لأٌ اً َظش ، أٌضا

 :     باسخخذاو 

∫    

 

 ∫   

 

 

   ∫  

 

 

 [
  

 
]
 

 

  [ ] 
       

 

 فإٌ ، انًٕاصي نهًحٕس  انًحذد انًساس طٕل عهى       تثابخ   قًٍت لأٌ َظشًا ،  بانُسبت نهًساس 

ً .     ٔ     أٌ ٌعًُ يًا ،         .     حفاضم انثابج فإٌ ، ، ثابخت   لأٌ َظشاً  ،أٌضا

 :     باسخخذاو 

∫    

  

 ∫    

 

 

   ∫   

 

 

  [ 
  

 
]
 

 

  [  ] 
        

 

 ٔ     أٌ ٌعًُ يًا ،         ٔاٌ         فإٌ ،     ٌكٌٕ ،  بانُسبت نهًساس 

 :     باسخخذاو  أٌضًا.    

∫       

  

 ∫         

 

 

   ∫         

 

 

    ∫   

 

 

    

 

∫ ، خذ انخكايم          ٔ         : ارا عهًج بأٌ 6يثال     
  

 نهحالاث انخانٍت: 

 ٌخدّ انًساس انزي ْٕ، )انشكم ادَاِ( فً انشبع الأل (r=1انٕحذة) خض  يٍ يحٍظ انذائشة    انحانت الاونى:

 .    انُقطت إنى     انُقطت يٍ انساعت عقاسب احداِ عكس
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 بانشكم انخانً:   انحم: بذلانت الاحذاثٍاث انًخعايذة ًٌكٍ كخابت 

              

          

        

      

 :     باسخخذاو 

∫     

   

   

 ∫ (               )

   

   

   ∫                  

   

   

                     

 

 فأٌ انٕحذة خض  يٍ دائشة   بًا اٌ ،يع بعضٓا  ٔ  لاسحباط كم يٍ  انخكايلاثحم ْزِ يٍ انصعٕبت 

    ٔاٌ       
 

 
 . بذلانت يخغٍش ٔاحذ   ٔ yت كخابَعٍذ ، ٔبانخانً 

                                      

                                     

 :  بذلانت     ٔ       ًٌكٍ اٌ َعبش عٍ 

                               

ٔ 

                          

، فأٌ قًٍت انضأٌت   عهى طٕل انًساس      انى       حخحشك يٍ   الاٌ، نُقطت يثم 

  انى     حخغٍش يٍ   عقذة ًان
 

 
 ٔبانخانً:  

∫     

   

   

 ∫                                  

 
 

 

 

  ∫                                  

 
 

 

                                            

 ًٌكٍ حبسٍظ انخكايلاث اعلاِ باسخخذاو انًخطابقاث انًثهثٍت:
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 حصبح:      ٔبانخانً انًعادنت 

∫     

 

  ∫          

 
 

 

   ∫          

 
 

 

                                                                            

 

 [
 

 
       ]

 

 
 
  [

 

 
       ]

 

 
 
  

 

 
      

 .2انخً حصهُا عهٍٓا فً انًثالًْٔ َفس انُخٍدت 

 

انى     ًْ يٍ       ًٌثم كم يحٍظ دائشة: ُْا حذٔد انخكايم فً انًعادنت     انحانت انثانيت:

 :حصبحبعذ حغٍش حذٔد انخكايم       ، ٔبانخانً فأٌ انًعادنت     

∫     

 

  ∫          

  

 

   ∫          

  

 

 

 

 [
 

 
       ]

 

  

  [
 

 
       ]

 

  

 (
 

 
 

 

 
)           

 

 حًارين

∫ ا( خذ قًٍت انخكايم          
     

     
 نهحالاث انخانٍت:          

 .      ٔ      عُذيا  -1

 .     انى       ٔانثاًَ       ٔ       نحانت خطٍٍ يسخقًٍٍٍ، الأل يٍ انُقطت  -2

 .     انى       نحانت انخظ انًسخقٍى  -3
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∫خذ قًٍت انخكايم  ( ب  ̅  
 

 انًعطى بانحالاث انخانٍت:  عهى انًُحًُ        انى     يٍ  

1-        . 

 .      انى      ٔيٍ      انى     يٍ  -2

 

∫، خذ انخكايم           ٔ         ارا عهًج بأٌ ج(      
  

ْٕ خظ    حٍث اٌ  

 .فً انًسخٕي انًعقذ       بُقطت   يسخقٍى ٌصم َقطت الاصم 

 

 خواص انخكايلاث

 فأٌ:  دانخٍٍ قابهخٍٍ نهخكايم عهى      ٔ      ارا كاَج 

       ∫{         }  
 

 ∫       

 

 ∫       
 

 

       ∫          ∫       

 

   

 

                            

      ∫       

 

 

  ∫      

 

 

 

     ∫       

 

 

 ∫       

 

 

 ∫      
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 حكايلاث خاصت يع حذف ثابج انخكايم

 



 (2انًحاضرج  ) -نراتعانفصم ا -اندوال انًعقدج
 

 111 
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 انًنحني انًغهقانتكايم حول 

 تانشكم انرانٙ:   )انكُرٕس( عٍ انركايم حٕل انًُحُٙ انًغهقٚعثش 

∮  ( )  

 

                                                                                                                                     (   ) 

 دقٛقا   ذعشٚفا   ُرٕسانك ٕفشٚ ،ُرٕس٘انك ذكايم فٙ. انًعقذ انًسرٕٖ فٙ يُحُٗ ْٕ عقذ،انً انرحهٛم فٙ :انكُرٕس

 كذانح انًعقذ انًسرٕ٘ فٙ انًُحُٙ ذعشٚف ٚرى. يُاسة تشكم عهٛٓا انركايم ذحذٚذ ًٚكٍ انرٙ نهًُحُٛاخ

 .      ،     : انًعقذ انًسرٕٖ إنٗ حقٛقٙ  نخػ حًغهقان انفرشج عُذ يسرًشج

 المناطق البسيطة والمعقدة الاتصال

ً فيها.  انها منطقة اتصال اذا كان بالإمكان ايصال نقطتين في المنطقة   يقال للمنطقة   بمسار يقع كليا

يحيط بنقاط    بسيط واقع كليا في المنطقةالمغلق بسيطة الاتصال اذا كان المنحني البانها   ويقال للمنطقة 

 لم تكن بسيطة الاتصال.منطقة معقدة الاتصال اذا   ايضاً. تسمى المنطقة    تقع كليا في المنطقة

 

                        

 ب(3أ(                                                           الشكل)3الشكل)                     

 

يقع كليا فيها   )الاخضر( منطقة اتصال بسيطة لان المنحني   أ(، تكون المنطقة 3نلاحظ ان في الشكل)

تكون متعددة   ب(، فأن المنطقة 3. اما في الشكل) ويحيط بنقاط تقع عليه او داخله تقع كليا في المنطقة 

ً في المنطقة   الاتصال لان المنحني  ولكنه يحيط بنقاط )الدائرة( تقع داخله لا تقع كليا في   يقع كليا

 . المنطقة 
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 نظريح كرين 

،  (   ) ،  (   ) َفشض اٌ 
  

  
  ٔ

  

  
ذشًم َقاغ داخم ٔعهٗ كُرٕس   ًغهقح انيسرًشج فٙ انًُطقح  

 :ذعطٗ تانعلاقح فٙ تعذٍٚ صٛغح كشٍٚ ،فأٌ  يغهق تسٛػ 

∮        ∬(
  

  
 

  

  
)    

 

                                                                                  (   ) 

  اخكورس –نظريح كوشي 

( ) َظشٚح كٕشٙ: نركٍ    عهٗ انًُحُٙ  يسرًشج نكم انُقاغ داخم أ ( )́  ٔنركٍ ، ذحهٛهٛح      

 فأٌ: 

∮  ( )  

 

                                                                                                                                (   ) 

يُطقح ذشًم جًٛع َقاغ   ْزِ انصٛغح ذعشف تصٛغح كٕشٙ انركايهٛح. لأثثاخ صٛغح كٕشٙ انركايهٛح: نركٍ 

 تانصٛغح انرانٛح: (   )تاسرخذاو انًعادنح  (   )كراتح انًعادنح  ُاًٚكُ،  داخم ٔعهٗ انًُحُٙ 

∮  ( )  

 

 ∮(       )

 

  ∮(       )

 

                                                        (   ) 

 نكم ذكايم فٙ انًعادنح اعلاِ تانًقاسَح تاسرخذاو صٛغح كشٍٚ

∮  ( )  

 

  ∬(
  

  
 

  

  
)    

 

  ∬(
  

  
 

  

  
)       

 

                                (    ) 

 ًٚكٍ اٚجادِ: تاسرخذاو يعادلاخ كٕشٙ سًٚاٌ ( ) ، عشفُا تأٌ ذفاظم انذانح يٍ انفصم انثانث

 ́( )  
  

  
  

  

  
 

  

  
  

  

  
   

 ٔتانرانٙ فأٌ

  

  
 

  

  
 



 (2انًحاضرج  ) -نراتعانفصم ا -اندوال انًعقدج
 

 113 
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 ذصثح: (    )ٔتانرانٙ فأٌ 

∮  ( )  

 

  ∬(
  

  
 

  

  
)    

 

  ∬(
  

  
 

  

  
)    

 

                                (    ) 

ٔاٌ يثشُْح كٕشٙ  ( )́ نٛس يٍ انعشٔس٘ افرشاض اسرًشاسٚح  ّنقذ ٔجذ لأٔل يشج يٍ قثم كٕسساخ، تاَ

-ٔنٓزا ذسًٗ انًثشُْح كٕشٙ Cعهٗ  يٕجٕدج فقػ عُذ جًٛع انُقاغ داخم أ ( )́ ذرحقق ارا افرشض اٌ 

 كٕسساخ ٔانرٙ سٛرى ركشْا تذٌٔ تشْاٌ نٓا ٔانرٙ فٛٓا:

 ، فأٌ:Cدانح ذحهٛهٛح عُذ جًٛع انُقاغ داخم ٔعهٗ انكُرٕس انًغهق  ( ) كٕسساخ: ارا كاَد  -يثشُْح كٕشٙ

∮  ( )  

 

                                                                                                                             (    ) 

 ، فأَّ لا ًٚكٍ اٌ َسرُرج اٌ فٙ يُطقح يعقذج الاذصال  ذحهٛهٛح ( ) ارا كاَد 

∮  ( )  

 

                                                                                                                             (    ) 

 . فٙ   عهٗ كم كُرٕس يغهق تسٛػ 

 

 تعض نتائج نظريح كوشي:

  ٚقع فٙ    ) حٛث    ٔ   ذحهٛهٛح فٙ يُطقح يا يحذدج تًُحٍُٛٛ تسٛطٍٛ يغهقٍٛ  ( ) نركٍ  :1َظشٚح 

 ( ٔكزنك عهٗ ْزٍٚ انًُحٍُٛٛ، فأٌأ(4)كًا فٙ انشكم

∮  ( )  

 

 ∮  ( )  

  

                                                                                                            (    ) 

   فأَّ ًٚكٍ اٌ َكايم عهٗ انًُحُٙ   عهٗ انًُحُٙ  ( ) حٛث ذثٍٛ ْزِ انُرٛجح اَّ ارا اسدَا اٌ َكايم 

   ٔ   ذحهٛهٛح فٙ انًُطقح تٍٛ انًُحٍُٛٛ  ( ) غانًا اٌ   تذلا  يٍ 
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 أ(4انشكم)                                                                  

انٗ     ٔ    ٔ   ذحهٛهٛح فٙ يُطقح يا يحذدج تًُحُٛاخ تسٛطح يغهقح غٛش يرذاخهح  ( ) نركٍ  :2انُظشٚح 

( ٔكزنك عهٗ ْزِ ب(4انشكم)كًا فٙ   فٙ     انٗ     ٔ    ٔ   ) حٛث ذقع انًُحُٛاخ    

 انًُحُٛاخ، فأٌ

∮  ( )  

 

 ∮  ( )  

  

 ∮  ( )  

  

 ∮  ( )  

  

    ∮  ( )  

  

                    (    ) 

 .1هُظشٚح نذعرثش ْزِ َظشٚح ذعًًٛا  

 

 ب(4انشكم)                 

 

 صيغ كوشي انتكايهيح

فأٌ انذانح   كاَد دانح ذحهٛهٛح فٙ  ( )  ، فارا يُطقح تسٛطح الاذصال ٔنركٍ  َقطح ثاترح فٙ   نركٍ
 ( )

    
 

∮. ا٘ اٌ   لا ًٚكٍ اٌ ذكٌٕ ذحهٛهٛح عُذ 
 ( )

    
  

 
  لا ٚسأ٘ صفشا  تصٕسج عايح عهٗ انًُحُٙ  



 (2انًحاضرج  ) -نراتعانفصم ا -اندوال انًعقدج
 

 115 
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. ٔكًا ْٕ يعشٔف يٍ َظشٚح كٕشٙ نًُطقح تسٛطح الاذصال اٌ نٓزا انركايم انقًٛح َفسٓا عهٗ   ٚشًم 

 ٛح:انصٛغ انركايه َأخز. نرحذٚذ قًٛح ْزا انركايم   حٕل   جًٛع يساساخ 

 1صيغح كوشي انتكايهيح 

   ، يأخٕرا  تالاذجاِ انًٕجة، فارا كاَد  دانح ذحهٛهٛح داخم أ عهٗ انًُحُٙ انًغهق انثسٛػ  ( ) نركٍ 

 ، فأٌ َقطح داخم 

 (  )  
 

   
∮

 ( )

    
  

 

                                                                                 (    ) 

 نهتفاضلاخ 2صيغح كوشي انتكايهيح 

   ، يأخٕرا  تالاذجاِ انًٕجة، فارا كاَد  دانح ذحهٛهٛح داخم أ عهٗ انًُحُٙ انًغهق انثسٛػ  ( ) نركٍ 

 ذعطٗ:  ، نٓزا فأٌ انًشرقح يٍ انشذثح  َقطح داخم 

  (  )  
  

   
∮

 ( )

(    )
   

  

 

                                                                      (    ) 

 ، جذ 1 : غثقا  نُظشٚح كٕشٙ انركايهٛح7يثال

∮
 

    
  

 

 

|    |دائشج كًا يثٍٛ فٙ انشكم ادَاِ، ًٚثم  يأخٕر تاذجاِ انًٕجة  حٛث  ذى ٔ  تُصف قطش    

 .  تًقذاس انٗ الاعهٗ    عهٗ انًحٕس (   )انرٙ يشكضْا  اصاحح انذائشج
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  ذقع داخم انكُرٕسفقػ      ، َشٖ اٌ انُقطح (    )(    )     انحم: ترحهٛم انًقاو 

|    |انًرًثم   . نزنك فأٌ  

 ( )  
 

    
 

 (  )  تـ رًثمذ   عُذ  ( )  ٔاٌ،           نذُٚا

 (  )  
  

     
 

 

 
 

 ًٚكٍ كراتح انركايم 

∮
 

    
  

|    |  

 ∮

 
    

(    )
  

|    |  

 

 فأٌ ،1 تاسرخذاو صٛغح كٕشٙ انركايهٛح

 (  )  
 

   
∮

 
    
    

  

|    |  

 

 ترشذٛة انًعادنح اعلاِ

   
 

 
 ∮

 
    
    

  

|    |  

 

 ٔتانرانٙ فاٌ

∮
 

    
  

|    |  

    

 : تاسرخذاو صٛغح كٕشٙ انركايهٛح، اثثد ا8ٌيثال

∮
 

(    )(   )
  

 

  
 

 
 

| |ًٚثم دائشج  ْٕٔ يأخٕر تاذجاِ انًٕجة  حٛث   .(   )ٔيشكضْا ٚقع عُذ   تُصف قطش   
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(   )(    ): ترحهٛم انًقاو  انحم: فقػ      ، َشٖ اٌ انُقطح (   )(   )(   ) 

| |انًرًثم   ذقع داخم انكُرٕس  . نزنك فأٌ  

 ( )  
 

    
 

 (  )  تـ رًثمذ   عُذ ( ) ٌ ٔا،         نذُٚا

 (  )  
  

(  )   
 

 

  
 

 تانشكم ًٚكٍ كراتح انركايم

∮
 

(    )(   )
  

| |  

 ∮

 
    
   

  

| |  

 

 ، فأ1ٌ صٛغح كٕشٙ انركايهٛح تانًقاسَح يع

    (  )  ∮

 
    
   

  

| |  

 

 اعلاِترشذٛة انًعادنح 

   
 

  
 ∮

 
    
   

  

| |  

 

 ٔتانرانٙ فأٌ

∮
 

(    )(   )
  

| |  

  
 

 
 

 جذ، 1: تاسرخذاو صٛغح كٕشٙ انركايهٛح9يثال

∮
    

    
  

 

 

| |دائشج   حٛث اٌ   .، يأخٕر تاذجاِ انًٕجة(   )يشكضْا عُذ   تُصف قطش    
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، َشٖ اٌ (   )(   )     ترحهٛم انًقاو . 1حٛانركايه كٕشٙ صٛغح وَسرخذ َثسػ نكٙانحم: 

 :ٚهٙ يا نذُٚا     ،   نثعط تانُسثح نزنك.  ذقع داخم      ٔ     كم يٍ 

 

    
 

 

     
 

 

(   )(   )
 

 

   
 

 

   
 

 (   )   (   )

(   )(   )
 

(   )    يٍ نزنك    فأٌ    ، عُذ َجذ (   )  
 

  
    فأٌ     ، ٔعُذ 

 

  
 .

 نزنك فأٌ:

 

(    )
 

 

  
(

 

   
 

 

   
) 

 

( )  أٌ  (    )تاسرخذاو  فٙ كلا انركايهٍٛ، ٔتانرانٙ      

∮
    

(    )
  

| |  

 
 

  
( ∮

    

   
  

  

 ∮
    

   
  

  

) 

 :1حٛركايهناكٕشٙ  صٛغح تانًقاسَح يع

∮
    

(    )
  

| |  

 
 

  
(     (    )       (     )) 

 

∮
    

(    )
  

| |  

 
 

  
(   (     ))    
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 جذ: تاسرخذاو صٛغح كٕشٙ انركايهٛح، 11يثال

∮
   

(    )
  

 

 

| |دائشج   حٛث اٌ   .ذجاِ انًٕجةلايأخٕر تا، (   )يشكضْا عُذ   تُصف قطش    

، َشٖ اٌ (   )(   )     ترحهٛم انًقاو . 1حٛانركايه كٕشٙ صٛغح وَسرخذ َثسػ نكٙانحم: 

 :ٚهٙ يا نذُٚا     ،   نثعط تانُسثح نزنك . ذقع داخم      ٔ     كم يٍ 

 

    
 

 

     
 

 

(   )(   )
 

 

   
 

 

   
 

 (   )   (   )

(   )(   )
 

(   )    يٍ نزنك    فأٌ    ، عُذ َجذ (   )  
 

  
    فأٌ     ، ٔعُذ 

 

  
 .

 نزنك فأٌ:

 

(    )
 

 

  
(

 

   
 

 

   
) 

( ) أٌ  :كٕشٙ انركايهٛح صٛغح تٕاسطح نزا ،    

∮
   

(    )
  

| |   

 
 

  
( ∮

   

   
  

  

 ∮
   

   
  

  

) 

 
 

  
(    (    )      (     ))  

 

  
(   (   )     (     )) 

 

 
 

 
(  (        )) 

 

    (
      

 
) 

∮
   

(    )
  

 

        ( ) 



 (2انًحاضرج  ) -نراتعانفصم ا -اندوال انًعقدج
 

 120 

 جايعح انثصرج -كهيح انترتيح نهعهوو انصرفح  -قسى انفيزياء 

 جذ نهرفاظلاخ، 2و صٛغح كٕشٙ انركايهٛح: تاسرخذا11 يثال

∮
   

(       )
  

 

 

| |دائشج   حٛث اٌ   ، انركايم يأخٕر تاذجاِ انًٕجة.(   )يشكضْا عُذ   تُصف قطش    

(       )انكًٛح ذحد انركايم يقاو انحم: يٍ خلال  فحص ، َجذ أَٓا ذكٌٕ غٛش ذحهٛهٛح (    )   

 ، نزنك: ذقع فٙ داخم انكُرٕس فقػ     ٔاٌ       ٔ       عُذ 

   

(       )
 

   

  (    )
 

   
    

  
 

( ) ٔكزنك فأٌ         ٔاٌ      حٛث اٌ   
   

    
 ، ٔاٌ 

 ́́( )  
    

(    ) 
 

    

              
 

 ́́(    )  
    

  
 

 ، َجذنهرفاظلاخ 2تانًقاسَح يع صٛغح كٕشٙ انركايهٛح 

∮
   

(       )
   

| |  

   

  
 ́́(    )   

 

 
  

 

 
 

 جذ تاسرخذاو صٛغح كٕشٙ انركايهٛح نهرفاظلاخ،انًثٍٛ فٙ انشكم ادَاِ ٔ 8عهٗ شكم سقى   نهًُحُٙ : 12 يثال

∮
    

 (   ) 
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كًا    ٔ    نٛس كُرٕس تسٛطا ، انز٘ ْٕ يكٌٕ يٍ كُرٕسٍٚ يغهقٍٛ تسٛطٍٛ  ّانحم: عهٗ انشغى يٍ اَ

 .انسانةأ تالاذجاِ ٚكٌٕ تاذجاِ عقشب انساعح    يٕظح فٙ انشكم اعلاِ. اٌ اذجاِ 

∮
    

 (   ) 
  

 

  ∮

    
(   ) 

 
  

  

 ∮

    
 

(   ) 
  

  

        

 ،   ٔ      نذُٚا  ُْا:   نحساب 

 ( )  
    

(   ) 
 

    

        
 

 ذو صٛغح كٕشٙ انركايهٛح،َسرخ كأًَا  نزنك    لا ٔجٕد نهًشرقح لاٌ 

 (    )     

   ∮

    
(   ) 

 
  

  

     (    )       

 ،   ٔ      ُْا نذُٚا   :  نحساب 

 ( )  
    

 
 

 ́( )  
     

  
    

 ́(    )       

   ∮

    
 

(   ) 
  

  

     ́(    )          

∮
    

 (   ) 
  

 

  (    )                  
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 تمارين

 ، جذ1تاسرخذاو صٛغح كٕشٙ انركايهٛح

 )       ∮
    

    
  

 

                                      |   |    

 )       ∮
    

 (    )
  

 

                                | |    

 )       ∮
    

(       )
  

 

                         | |    

 )      ∮
 

    
  

 

                                        |   |    

 جذ نهرفاظلاخ، 2تاسرخذاو صٛغح كٕشٙ انركايهٛح

 )       ∮
   

(      )
  

 

                               | |    

 )      ∮
  

  
  

 

                                                 | |    

 )       ∮
   

 (   )(   ) 
  

 

                   | |    

 )       ∮
    

(   ) 
  

 

                                  |   |    
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 َظريح انًتثقي وحساب انتكايلاخ انًحذدج تطريقح َظريح انذوال انًؼقذج

 َظريح انًتثقي

ما ػذا فٓ ػذد   داخو اَ ػيّ اىمىحىٓ اىمغيق اىثسٕط  احادٔح اىقٕمح َتحيٕيٕحداىح      وفشض أن اىذاىح 

        َ        ىٍا اىمتثقٕاخ اىمؼطاج تـَاىتٓ  ،    َ     ،     محذَد مه اىىقاط  

 (:5مما فٓ اىشنو ) ،        َ

 

 (5اىشنو )                                                               

 تىص وظشٔح اىمتثقٓ ػيّ

∮       

 

    [                    ]                                                              

مه اىمشاخ ىمجمُع      حاصو ظشب اىّ مساَْ ٔنُن  حُاه اىمىحىٓ      ىزىل فأن اىتنامو  

( ُٔظح 6. اىشنو) ػيّ اىتشتٕة َاىتٓ تقغ تأمميٍا داخو       اىمتثقٕاخ ػىذ جمٕغ اىىقاط اىمىفشدج 

،  ػيّ اىتشتٕة َاىتٓ تقغ تأمميٍا داخو       اىتٓ مشمزٌا ػىذ اىىقاط اىمىفشدج    َ    ،   اىذَائش 

       اىتٓ تمثيٍا  2مه اىىظشٔح 

∮       

 

 ∮       

  

 ∮       

  

 ∮       

  

                                                          

 ، وجذ ان:      َ        مه اىمؼادىتٕه 

∮       

  

           



 (3انًحاضرج  ) -نراتغانفصم ا -انذوال انًؼقذج
 

 124 

 جايؼح انثصرج -كهيح انترتيح نهؼهوو انصرفح  -قسى انفيزياء 

∮       

  

           

∮       

  

           

 

 

 (6اىشنو)                                                                                     

 مه اىؼلاقح اىتاىٕح:       اىزْ ٔمثيً      ، ىنٓ وحسة متثقٓ اىذاىح     ىىقطح مىفشدج مثو 

          
   

,
 

      
 
    

     
[          ]-                                                                

       ، فأن اىؼلاقح      ستثح اىقطة. ىحاىح اىقطة اىثسٕط  اَ تمثو ستثح اىىقطح اىمىفشدج  حٕث 

 تصثح:

          
   

{         }                                                                                                      

 : احسة اىتنامو اىتاىٓ حسة وظشٔح اىمتثق31ٓمثاه

∮
   

           
 

                 | |    

 ان اىذاىح اىحو:
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        َ       ػىذ اىىقاط       َاخش تسٕط    ػىذ     ىٍا قطة مزدَج 

وتاستخذاو تفاضم قسًح دانتيٍ،        ، يٍ انًؼادنح    ػُذ     تانُسثح نهقطة انًزدوج 

 يكوٌ

          
   

,
 

  
 
 

  
*  

   

           
+-     

   
, 

 

  
*

   

         
+-  

   

 
   

،       ، يٍ انًؼادنح         و       انُقاط ػُذ     تانُسثح نهقطة انثسيط 

 يكوٌ

             
      

,(        )
   

           
-  

        

 
   

             
      

,(        )
   

           
-  

        

 
   

       مه اىمؼادىح 

∮
   

           
 

       *
   

 
 

        

 
 

        

 
+     [

   

 
 

   

 
      ] 

 

 : طثقا ىىظشٔح اىمتثقٓ، جذ اىتنامو اىتاىٓ:31مثاه

∮
 

    
 

             | |    

 . تقغ داخو     َ     ، وشِ ان مو مه                تتحيٕو اىمقاً 

 

    
 

 

     
 

 

          
 

انُقاط ػُذ     تانُسثح نهقطة انثسيط  .    َ     ُٔجذ وقطتان مىفشدتان )قطثان تسٕطان( 

 ، يكوٌ      ، يٍ انًؼادنح        و    

          
   

{     
 

          
}  
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{     
 

          
}  

  

  
 

       مه اىمؼادىح 

∮
 

    
 

       [
 

  
 

 

  
]    

 ريٍاتً

 :حاىتاىٕ خطثقا ىىظشٔح اىمتثقٓ، جذ اىتناملا 

                   ∮
 

    
 

                                 |   |    

                   ∮
     

            
 

             |   |    

                   ∮
     

    
 

                                 |   |    

 

 حساب انتكايلاخ انًحذدج تطريقح انًتثقي

ٌَىاك   داخو َػيّ حذَد اىمىحىٓ اىمغيق اىثسٕط      حساب اىتناملاخ اىمحذدج تطشٔقح اىمتثقٓ ىيذاىح ى

 تؼط اىحالاخ اىؼامح مثو ٌزي اىتناملاخ:

 يٍ انُوع          : تكايلاخ دوال انُسثيح نـ أحذها

  ∫             

  

 

                                                                                                                

،       َتنُن مىتٍٕح فٓ اىفتشج           ىـ  حقٕقٕح وسثٕحح اىد             حٕث ان 

 فٕنُن      ىىفشض ان 

     
 

 
(        )  

 

 
(  

 

 
)                                                                                           
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(        )  

 

  
(  

 

 
)                                                                                        

 َتالإظافح اىّ رىل     مثو   َتٍزا ٔنُن اىمنامو داىح وسثٕح 

               

 تاىشنو اىتاىٓ:       َتٍزا ٔمنه اػادج متاتح اىمؼادىح 

  ∮     
  

  
  

 

                                                                                                                                 

| |ٌُ دائشج اىُحذج   حٕث ان  ٔذَس دَسج َاحذج ػيّ اىذائشج   فأن    اىّ   مه   ) ػىذما تتغٕش  

| |    ). 

 اىمتثقٓ، جذمثاه: طثقا ىىظشٔح 

  ∫
  

 
 
     

  

 

 

 اىحو:

 

 
      

 

 
 

    

   
 

         

   
 

  ∫
  

 
 
     

  

 

 ∮

  
  

 

         
   

  ∮
    

         
  

 ∮
    

            
   ∮

    

       (  
 
 
)  

 

 

  ∫
  

 
 
     

  

 

  ∮
    

      (  
 
 
)
 

 

 

| |دائشج   حٕث     . َىٍزا تقغ اىىقطح اىمىفشدج اىُحٕذج    
 

 
 . ٌَٓ قطة تسٕط  داخو  
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   ػُذ     تانُسثح نهقطة انثسيط 
 

 
 ، يكوٌ      ، يٍ انًؼادنح  

 (   
 

 
)     

   
 
 

{(  
 

 
)

 

      (  
 
 
)
}  

 

  
 

  ∫
  

 
 
     

  

 

     (   
 

 
)  

  

 
 

 مثاه: طثقا ىىظشٔح اىمتثقٓ، جذ

  ∫
  

            

  

 

 

 اىحو:

                (
 

 
(  

 

 
))  (

 

  
(  

 

 
))  

   

                 
 

  ∫
  

            

  

 

 ∮

  
  

   (
 
 
(  

 
 
))  (

 
  

(  
 
 
)) 

 

    ∮
   

                 
 

 

 اىىقاط اىمىفشدجلاستخشاج                       وستخذً طشٔقح اىذستُس تاىىسثح ىيمقاً

 

  
    √                    

       
 

      

       
     

   

 
 

اىىقطح 
   

 
      َمشمزٌا   ٌٓ دائشج َحذج اىتٓ وصف قطشٌا   حٕث  ٌَٓ تمثو قطة تسٕط  تقغ فقط داخو  

  ػُذ     تانُسثح نهقطة انثسيط ، 
   

 
 ، يكوٌ      ، يٍ انًؼادنح  
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 (  
   

 
)     

  
   
 

{(  
   

 
)

 

                 
}  

 

  
 

    ∮
   

                 
 

     (  
   

 
)    

 

 

 تًاريٍ

 طثقا ىىظشٔح اىمتثقٓ، جذ اىتنامو اىتاىٓ: 

                       ∫
       

       

  

 

 

                       ∫
  

          

  

 

 

                       ∫
  

         

  

 

 

 

 

 

 

 

 


